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本 书 的 中 译本 曾 以 《通俗 数学 》 为 名 于 1988 年 由 北京 科技 出 版 社 

出 版 。 当 时 是 根据 日 本 带 山 管 所 著 《 数 学 入 门 》 的 上 册 第 35 次 印刷 和 
PUES 28 RAUB AAA ER. 20 多 年 来 ,该 书 以 内 容 适 当 、 通 俗 易 
懂 的 特色 而 深 受 读者 欢迎 ， 历 久 不 衰 。 
”根据 广大 读者 的 需要 ， 这 次 是 由 人 民 邮 电 出 版 社 得 到 日 本 岩 波 书店 
的 授权 ， 根 据 原 书 的 第 71 次 印刷 CLAD) 和 第 62 次 印刷 (下 册 〉 的 版 
本 翻译 。 应 约 参 加 这 次 翻译 工作 的 是 : BI (HA, Bi, 425 
章 以 及 第 1114 E), SA (E1, 7,8%), BRE CAG, 9, 10 
章 )。 全 书 最 后 由 如 砚 山 审阅 。 

这 是 一 本 十 分 生动 有 趣 的 数学 读物 。 它 以 新 疾 的 形式 ， 系 统 而 全 面 
地 介绍 了 数学 基本 知识 。 内 容 从 数 的 产生 开始 ， 讲 到 微分 方程 为 止 ， 既 
包含 了 算术 、 人 代数、 三 角 、 几 何等 初等 数学 的 内 容 ， 又 包含 了 微分 、 积 
分 、 微 分 方程 等 高 等 数学 的 内 容 。 作 者 认为 ， 书 中 选取 的 这 些 知识 乃 是 
新 世纪 人 们 顺应 社会 发 展 、 从 事 各 种 活动 所 必须 了 解 或 掌握 的 知识 。 

能 够 将 如 此 丰富 而 全 面 的 内 容 ， 巧 妙 地 加 以 编排 ， 由 浅 入 深 地 介绍 
在 这 样 一 本 篇 幅 不 大 的 著作 中 ， 反 映 出 作者 在 取材 上 贯彻 了 少 而 精 的 精 
神 。 无 疑 ， 这 样 处 理 是 切合 时 宜 、 极 受 广大 读者 尤其 是 初学 者 欢迎 的 。 

本 书 的 一 个 显著 特点 是 ， 在 讲述 方法 上 力求 脱 开 专用 术语 ， 从 日 常 
逻辑 中 来 引出 并 介绍 数学 。 作 者 运用 了 丰富 的 社会 科学 和 自然 科学 方面 
的 知识 ， 结 合 日 常生 活 和 古今 各 国 脸 炙 人口 的 故事 ， 夹 叙 夹 议 ， 妙 笔 横 
生 。 读 来 犹如 是 在 读 一 本 有 趣 的 故事 集 ， 而 没有 通常 会 产生 的 那 种 枯 煤 
抽象 之 感 。 读 者 从 中 不 但 受益 于 数学 本 身 ， 而 且 也 能 学 到 不 少 有 关 物 
理 、 屁 学、 天文、 地 埋 乃 至 音乐 、 美 术 等 方面 的 知识 。 

至 于 条 理 分 明 、 图 文 并 茂 ， 更 不 待 言 。 总 之 ,不 论 从 内 容 还 是 从 形 
式 来 看 ， 本 书 读者 对 象 可 谓 老 少 尼 宜 。 因 此 ， 它 在 日 本 深 受 欢迎 ， 自 
1959 年 出 版 面世 迄今 已 印刷 六 七 十 次 就 是 一 个 证 明 。 我 们 期 望 ， 本 书 中 
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”译本 能 够 继续 为 我 国 读者 学 习 和 掌握 数学 知识 提供 有 益 的 帮助 。 


最 后 需要 说 明 的 是 ， 前 面 所 说 的 本 书 中 译本 《通俗 数学 》 是 由 吕 砚 
山 、 李 诵 雪 、 马 杰 、 莫 德 举 四 人 共同 番 译 的 。 其 中 李 诵 雪 翻 译 了 第 2， 
3，4，5，13，14 章 。 依 托 坚实 的 基础 理论 修养 ， 运 用 流畅 的 文笔 ， 她 
的 译文 完整 准确 ， 通俗 易 懂 ， 极 受 读者 青睐 。 遗 憾 的 是 ， 她 已 于 1989 
年 病逝 ， 没 有 能 参加 这 次 翻译 工作 ， 但 她 所 译 的 这 六 音译 文 除 个 别 文字 
改动 外 ， 仍 为 本 书 采用 。 另 外 , 《通俗 数学 》 的 责任 编辑 杨 福成 在 确定 
选 题 、 书 稿 加 工 及 出 版 等 方面 都 做 了 大 量 工 作 ， 为 该 书面 世 作 出 了 页 
献 ， 可 异 也 已 病逝 。 在 本 书 出 版 之 际 ， 我 们 以 怀念 的 心情 向 他 们 深 表 敬 
意 。 

限于 水 平 ， 书 中 廖 误 欠 爱 之 处 难免 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 


译 者 
2010 年 6 月 于 北京 化 工大 学 
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不 好 。 可 是 要 在 现代 社会 生活 下 去 ， 不 用 说 ， 会 有 很 多 不 便 之 处 。 一 看 
见 数 字 就 头痛 的 人 ， 跟 一 坐车 就 晕车 的 人 是 一 样 的 吧 。 


1.2 数 的 黎明 


从 前 一 一 距 现 在 大 约 50 万 年 ， 在 现在 北京 郊外 周口 店 的 洞穴 里 ， 
居住 着 人 类 的 祖先 北京 猿人 。 从 他 们 遗留 下 来 的 石器 和 动物 的 骨骼 ， 可 
以 大 致知 道 他 们 从 事 什 么 样 的 劳动 ， 吃 什么 样 的 食物 。 但 是 要 推测 他 们 
懂 什 么 数学 就 非常 困难 了 。 为 什么 呢 ? 因为 数 这 个 东西 是 无 形 的 ， 没 有 
一 种 直接 了 解 的 线索 。 

但 这 并 不 是 说 就 没有 一 种 间接 的 线索 ， 去 了 解 人 类 在 太古 时 期 如 何 
建立 数字 或 图 形 的 知识 。 这 线索 就 是 考察 在 文明 进步 中 遗留 下 来 的 未 开 
化 人 的 数学 ,另外 就 是 观察 在 幼儿 当中 ， 数 的 概念 是 怎样 建立 的 。 

首先 产生 的 问题 是 ， 除 了 人 类 以 外 是 否 真 有 动物 了 解数 ? 就 像 经 济 
学 家 亚当 。 斯 密 说 的 那样 : “ 数 是 人 类 在 精神 上 制造 出 来 的 最 抽象 的 概 
念 .” 确 实 ， 即 使 像 1，2 这 样 最 简单 的 数 ， 要 是 和 其 他 语言 相 比 较 ， 也 
是 很 抽象 的 ， 除 了 人 之 外 ， 其 他 动物 好 像 还 没有 知道 数 的 。 

然而 有 人 认为 岛 知 道 数 。 例 如 ， 杜 鹏 悄悄 把 自己 的 蛋 产 到 黄 营 的 集 
里 ， 让 黄 营 替 它 解 蛋 ， 它 会 把 和 自己 的 蛋 数 相 同 的 黄 营 绰 去 掉 。 从 这 个 
事实 来 看 ， 人 们 自然 会 产生 这 样 的 疑问 ， 鸟 不 是 会 数 数 吗 ? 德国 的 动物 
学 家 奥 。 凯 拉 作 了 乌 能 数 到 什么 程度 的 试验 。 但 是 以 往 这 种 试验 ， 由 于 
准备 不 充分 ， 结 果 难 以 信赖 。 从 前 也 曾 有 过 这 样 奇怪 的 事情 一 一 马戏 团 
的 马 因 为 会 计算 而 闻名 ， 可 仔细 研究 一 下 就 知道 ， 是 马 的 主人 在 不 知 不 
觉 中 送出 一 个 什么 信号 ， 然 后 敏感 的 马 回 应 了 这 个 信号。 

凯 拉 为 了 防止 一 些 杂 音 混 进来 ， 小 鸟 放 到 一 个 院子 里 ， 让 小 鸟 和 实 
验 者 彼此 都 看 不 见 ， 小 鸟 的 动作 用 照相 机 自动 拍 下 来 。 | 

TRHASMEB AAA. ABRO IRF (NEA1l-D, A 
子 盖 上 夯 着 标记 点 ， 分 别 是 2，3，4，5，6。 箱 子 前 面 也 放 着 画 有 标记 
点 的 盖子 。 预 先 让 鸟 作 挑 出 与 盖子 上 标记 点 相同 的 箱子 的 练习 。 经 过 充 
分 练习 之 后 ， 再 让 鸟 作 挑 出 同样 数目 的 试验 时 ， 乌 能 够 出 色 地 取得 成 
功 。 而且 即使 把 五 个 箱子 的 排列 方法 作 各 种 变化 或 改变 标记 点 的 画 法 ， 
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1.3 一 一 对 应 


英国 的 数理 哲学 家 巴特 兰 多 ， 拉 赛 尔 说 :“ 要 觉察 到 两 天 的 2 和 两 只 
难 鸡 的 2 是 同样 的 2， 需要 有 无 限 长 的 岁月 .” 确 实 像 拉 赛 尔 说 的 那样 ，2 
这 个 数 对 于 两 个 鸡蛋 、 两 条 狗 、 两 个 人 、 两 只 鸟 、 两 本 书 都 是 共同 的 ， 
所 以 即使 把 两 个 鸡蛋 换 成 两 棵 树 ，2 还 是 有 没有 变化 〈 见 图 1- 3)。 

像 这 样 把 一 个 一 个 的 鸡蛋 和 一 棵 一 棵 的 树 联 

系 起 来 就 叫做 一 一 对 应 。 但 即使 一 一 对 应 起 来 ，2 
还 是 不 变 的 。 我 们 利用 一 一 对 应 而 数 不 变 的 这 件 
事 ， 就 想 出 一 种 用 容易 数 的 东西 来 替换 不 容易 数 ' A 
的 东西 。 据 说 丰 臣 秀吉 为 了 数 山 上 的 树木 ， 就 在 ES y 
每 棵 树 上 系 一 根 绳 头 儿 ， 然 后 再 数 这 些 绳 头 儿 。 N 
这 就 是 把 树 的 集合 以 一 一 对 应 的 方法 转换 为 绳 头 
儿 的 集合 ， 然 后 再 数 。 另 外 ， 根 据 一 位 旅行 家 的 图 1-3 
手记 ， 说 在 马达 加 斯 加 岛 ， 为 了 数 有 多 少 士兵 ， 
让 每 一 名 士兵 走 过 队 长 面前 时 ， 投 下 一 粒 石子 ， 然 后 数 那 堆 石子 。 这 也 
是 因为 土 兵 的 集合 与 小 石子 的 集合 是 一 一 对 应 的 。 寿 司 店 在 顾客 每 吃 一 
个 寿司 饭团 时 ， 就 在 柜台 上 粘 一 个 饭 粒 ， 以 此 来 数 吃 过 的 寿司 饭团 数 ， 
这 也 是 利用 了 一 一 对 应 而 数 不 变 的 不 则 。 

可 是 杜 静 知道 这 件 事 吗 ? 它 即 使 能 找到 与 自己 的 蛋 数 相同 的 黄 营 的 
蛋 ， 那 也 是 因为 这 两 种 蛋 很 相像 吧 。 它 似乎 不 会 想到 3 个 蛋 与 3 棵 树 是 
同样 的 3。 

不 仅 是 鸟 ， 很 小 的 孩子 好 像 也 不 知道 这 事 。 瑞 士 的 心理 学 家 皮 亚 杰 
做 了 以 下 的 实验 。 把 几 个 花瓶 和 一 些 花 给 一 个 5 岁 零 8 个 月 的 孩子 ,让 
他 在 每 一 个 花瓶 里 插 一 枝 花 。 接 着 再 把 花 扰 在 一 起 ， 问 他 是 花 多 还 是 花 
瓶 多 ,孩子 回答 说 是 花瓶 多 ， 因 为 把 花 扰 在 一 起 ， 能 看 见 的 少 了 
( 见 图 1-4) 。 把 花 一 枝 一 枝 地 插 在 花瓶 里 就 是 一 一 对 应 的 事 ， 可 是 这 个 
孩子 却 想不到 花瓶 与 花 的 数目 是 相等 的 。 我 们 必须 认为 这 个 孩子 对 于 一 
一 对 应 而 数 不 变 的 事 还 不 明白 。 如 果 人 在 孩提 时 代 还 不 懂 数 是 一 一 对 应 
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D 四 个 人 标 上 1，2，3，4 号 。 首 先 在 A，B，C，D 与 1]，2，3，4 之 间 
各 连 一 条 直线 。 在 直线 之 间 随 意 画 上 一 些 模 线 agep 
( 见 图 1-5) 。 预 先 规定 好 ， 碰 到 模 线 和 竖 线 的 交点 就 必 

须 向 下 或 向 左右 拐弯 。A 和 B 之 间 画 一 条 横 线 就 改变 了 

A 和 B 的 顺序 。 模 线 虽 然 起 到 交换 两 个 文字 的 作用 ， 可 

是 文字 的 总 数 绝 不 会 变 ， 所 以 用 不 着 担心 从 A 出 发 的 1 2 3 1 
人 没有 地 方 可 去 。4 这 个 数 不 会 因 顺 序 的 交替 而 变化 。 

当然 这 不 仅 是 4, 100 也 好 ，1000 也 好 ， 都 是 同样 的 。 

这 样 用 一 一 对 应 来 替换 、 分 割 或 改变 顺序 而 不 变 的 东西 就 是 数 。 


1.5 NEE 


假设 搞 清楚 了 数 的 一 一 对 应 ， 就 能 知道 分 割 、 改 变 顺序 时 数 是 不 变 
的 ， 就 是 知道 了 数 ， 也 就 没有 必要 为 外 去 了 解数 的 语言 7 了。 即便 能 说 出 
一 个 大 数 ， 也 就 是 掌握 了 数 词 ， 也 未 必 能 说 明 一 个 民族 的 数 的 思想 就 很 
发 达 。 通 古 岛 居民 掌握 了 10 万 以 内 的 数 词 ， 但 文明 程度 却 极为 低下 ， 
他 们 还 不 知道 数 的 一 一 对 应 ， 也 不 知道 分 制 或 改变 顺序 时 数 是 不 变 的 。 
幼儿 也 能 够 机 械 地 数 到 100 或 数 到 1000, 但 仅仅 这 些 还 不 能 说 是 很 消 想 
地 具备 了 数 的 思想 。 

但 是 ， 以 上 这 些 实 属 例外 。 一 般 来 说 ， 文 明 程 度 低 下 的 种 族 掌 握 的 
数 词 也 都 是 很 小 的 数 。 

一 个 极端 的 例子 就 是 南美 玻利维亚 的 站 基 特 族 ， 他 们 只 知道 相当 于 
1 的 数 词 叫 “ 埃 塔 玛 ”。 当 然 ， 即 使 是 契 基 特 族 的 “ 埃 塔 玛 ”， 也 可 以 运 
用 到 一 个 人 、 一 支 枪 或 一 条 狗 。 与 不 会 语言 的 动物 来 比 ， 已 经 是 天 壤 之 
别 了 。 

还 有 ， 在 亚 马 孙 河流 域 的 洋 柯 族 也 是 把 2 这 样 一 个 数 词 说 成 是 “ 波 
埃 塔 拉 林 科 阿 洛 阿 库 "， 这 是 由 于 使 用 2 这 个 数 的 机 会 不 多 ， 所 以 流传 
下 来 这 人 么 长 的 数 词 。 如 果 经 常 使 用 2， 就 一 定 会 用 个 更 为 简单 的 数 词 。 


图 1-5 
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1.6 数 词 的 发 展 


即使 是 未 开化 人 ， 像 契 基 特 族 或 洋 柯 族 那 样 也 是 极 少见 的 ， 要 是 生 
活水 平 稍微 提高 一 点 ， 就 会 掌握 更 多 的 数 词 。 
例如 ， 英 属 新 几内亚 的 比 由 基 莱 族 就 掌握 了 以 下 的 数 词 : 





1 一 一 塔 兰 杰 萨 6 一 一 格 本 
2—— X + SERB 7 一 一 托 兰 库 金 由 
3 一 一 格 基 米 塔 8 一 一 佰 达 依 

4 一 一 托 潘 9 一 一 恩 格 玛 
5-— $k 10 一 一 达 拉 


据说 这 些 都 是 身体 各 部 分 的 和 名称。 把 数 和 身体 各 部 分 联系 起 来 进行 计 
数 ， 用 这 种 方法 可 以 数 到 几 百 ， 可 是 要 记 住 它们 决 不 是 件 容易 事 ， 那 就 
得 过 度 使 用 记忆 力 了 。 

面 对 这 种 困难 ， 人 们 就 想到 不 是 一 个 一 个 地 给 数 命名 ， 而 是 把 一 定 
的 数 归 纳 成 一 束 来 命名 的 方法 。 最 初出 现 的 好 像 是 每 两 个 数 归 成 一 束 ， 
这 就 是 二 进 制 的 萌芽 ， 它 的 原 产 地 却 是 人 们 称 之 为 最 落后 的 未 开化 状态 
的 澳大利亚 大 陆 。 

研究 一 下 澳大利亚 波 特 玛 凯 地 方 的 方言 ， 就 是 
瓦尔 布尔 

2 一 一 布 莱 拉 

3 一 一 布 菜 拉 。 瓦尔 布尔 

把 3 REAR BRER (2 十 1) ， 所 以 我 们 可 以 知道 这 就 是 
把 2 归 成 一 束 。 维 因 梅 拉 地 方 的 数 词 更 先进 一 些 ， 那 是 

1 一 一 凯 亚 布 

2 一 一 波 立 特 

3 一 一 波 立 特 . 凯 亚 布 (2 十 1) 

4 一 一 波 立 特 ， 波 立 特 (2 十 2) 

这 些 例 子 确实 都 包含 着 “条 2 归 1” 的 非凡 的 想法 。 但 这 是 有 意识 
地 做 的 呢 ， 还 是 因为 想 节约 数 词 而 牌 打 正 着 的 呢 ， 就 不 得 而 知 了 。 当 然 
节约 是 数学 的 重要 想法 之 一 ， 这 是 事实 。 
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若 把 “ 归 束 计数 ”的 想法 作为 数学 史 的 起 点 ， 二 进 制 也 仍然 是 最 幼 
稚 的 数 词 ， 除 澳大利亚 之 外 是 极 少 见 的 。 当 然 ， 现 代 的 文明 国家 里 也 没 
有 一 个 国家 使 用 二 进 制 。 

但 是 ， 如 果 有 人 不 悄 地 认为 二 进 制 是 完全 不 足 取 的 计算 法 ， 那 就 有 
点 过 早 地 下 结论 了 ， 这 是 因为 最 新 式 的 电子 计算 机 都 在 使 用 二 进 制 。 即 
使 是 用 十 几 个 小 时 就 能 把 圆周 率 3. 141 59… 的 值 计 算 到 2000 位 数 的 大 
型 电子 计算 机 ， 也 是 把 十 进 制 的 数字 翻译 成 二 进 制 之 后 再 计算 的 。 

二 进 制 在 历史 上 的 各 个 时 期 曾经 多 次 出 现 过 。 中 国 古代 的 《 易 经 》 
也 是 基于 阴阳 两 种 东西 的 对 立 ， 自 然 也 与 二 进 制 有 关系 。 

此 外 ， 在 发 据 古 代 印 度 河 流域 的 繁荣 都 市 时 ， 据 说 从 宝石 商店 的 遗 
址 和 类 似 的 地 方 发 现 了 以 1，2，4，8，16，32，64 为 重量 比例 的 夸 码 。 
这 些 也 都 清楚 地 说 明了 古人 曾经 使 用 过 二 进 制 。 

热心 主张 二 进 制 的 人 ， 就 是 那 位 伟大 的 暂 学 家 、 数 学 家 莱 布 尼 艾 
(1646—1716). 

根据 二 进 制 ， 所 有 的 数 都 可 以 用 0，1 两 个 数字 来 写 。 例 如 下 面 这 些 数 

1—1 | 

2—10 

3—11 

4-—— 100 

5 一 一 101 


菜 布 尼 茨 似乎 注意 到 这 件 事 。 因 为 他 认为 1 象征 神 ，0 象征 虚无 ， 
是 神 和 虚无 创造 了 整个 宇宙 。 他 把 自己 的 空想 写 了 下 来 ， 送 给 当时 派遣 
到 中 国 的 杰 西 特派 的 传教 士 ， 并 叫 他 交 给 中 国 的 皇帝 ， 劝 中 国 皇 帝 改 信 
AEE BE 

二 进 制 之 所 以 用 在 电子 计算 机 上 ， 就 是 基于 电流 有 “ 流 ” 与 “不 
流 ” 的 两 种 情况 。 

电子 计算 机 的 原理 很 简单 ， 可 以 说 是 一 个 
anna. arma. [OPEL 
只 要 利用 普通 算盘 的 上 珠 就 可 以 了 ，38 用 二 进 1 0 0 1 1 0 
制 来 写 就 是 100 110， 这 一 个 珠 的 算盘 就 是 如 
图 1-6 所 示 的 样子 。 
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1.9 一 十 进 制 


如 果 以 一 个 人 的 手指 和 脚趾 数 为 基础 ， 就 能 产生 二 十 进 制 。 这 个 二 
十 进 制 和 十 进 制 并 列 ， 在 今天 的 欧洲 语言 ， 特 别 是 在 法 语 里 留 下 了 痕 
迹 ， 在 法 语 里 现在 还 有 这 种 说 法 : 

80 quatre vingts (4 个 20) 

90 quatre vingt dix (4 个 20 加 10) 

从 前 是 用 以 下 十 进 制 的 数 词 

80 

90 nonante 
却 特意 变 为 使 用 20 (vingt〉 的 二 十 进 制 ， 可 以 看 出 法 国人 相当 喜欢 二 
十 进 制 。 雨 果 的 著作 里 有 名 为 《93 年 》 的 小 说 ， 那 就 是 Quatre vingt 
treize 《20X4 十 13 一 93)， 这 对 日 本 人 来 说 是 需要 心算 一 下 的 问题 。 确 
实 ， 这 种 二 十 进 制 不 是 面向 孩子 的 算术 ， 所 以 近来 在 小 学 里 停止 使 用 
vingt， 把 quatre vingts 代 之 以 octante， 把 quatre vingt dix 代 之 以 non- 
ante， 推 荐 使 用 这 些 合理 的 数 词 。 

但 是 据说 现在 在 农村 有 些 地 方 还 是 像 从 前 那样 使 用 octante 和 nonante, 

不 仅 是 法 语 ， 英 语 里 也 保留 着 score (20) 这 样 的 数 词 ， 也 把 “人 
生 70” 说 成 Three score and ten (20X3+10=70). 林肯 在 葛 底 斯 堡 以 
那 句 名 言 “ 人 民 的 ， 依 靠 人 民 的 ， 为 了 人 民 的 政府 ”结尾 的 演说 中 ， 是 
以 Four score and seven years ago 这 句 话 开始 的 ， 由 于 20X4 十 7 一 87， 
所 以 意思 就 是 “87 年 前 ”。 | 

可 是 ， 法 语 也 好 ， 英 语 也 好 ，20 只 是 10 的 辅助 ， 认 真 完 成 二 十 进 
制 的 民族 也 有 ， 例 如 阿 伊 努 人 就 是 。 阿 伊 努 语 的 20 是 hot“ 一 齐 ”， 意 
思 就 是 两 手 〈 指 ) MAN (EB 全 加 在 一 块 儿 。 











octante 

















10 wanpe 

20 hot 

30 wanpe-e-tu-hot (20X2—10) 
40 tu-hot (20X2) 

50 wanpe-e-re-hot (20 X 3—10) 
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别 的 地 方 不 大 有 这 样 用 减法 的 。 

Be RPS ALS, WHT RAT RRS He TH 
fil, AB Ee SS ER A TARA. EK I 
1-13 Ata. 


1 2 4 5 7 11 19 
图 1-13 


到 了 20, RE MFHMLO, HÓXER. 


© 
这 时 的 形状 就 好 像 是 眼睛 ， 可 是 下 一 档 不 是 20 而 是 18, RE 
400 而 是 360, 
这 似乎 和 一 年 的 天 数 有 关系 ， 作 为 360 天 来 说 ， 剩 下 的 5 天 就 是 祭 
HY. 
FEA ARE EH AE ME) WERKHANMZER KAM 
定位 法 后 退 了 ， 他 们 使 用 的 是 如 图 1-14 所 示 的 数字 。 





1 20 400 


图 1-14 
20 是 一 面 旗子 ,但 20 这 个 单位 好 像 还 太 大 ， 于 是 把 20 分 成 四 等 
份 ， 把 10 或 15 当 作 辅助 单位 使 用 ， 如 图 1-15 所 示 。 
阿 兹 特 克 族 的 二 十 进 制 是 很 彻底 的 。 他 们 和 玛雅 族 
一 样 ， 一 个 月 是 20 天 ， 一 年 是 18 个 月 ，20 ARARE j H 
5 


一 起 形成 一 个 大 部 落 。 
图 1-15 
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1.10 十 二 进 制 


人 有 5 个 手指 ， 基 于 这 样 一 个 生物 学 的 偶然 事实 ，5，10 或 20 就 成 
为 计算 方法 的 基础 。 旧 约 圣经 里 说 有 一 个 手脚 都 有 6 个 指头 、 总 共有 24 
个 指头 的 巨人 和 大 卫 王 打仗 的 事 ， 如 果 是 这 个 6 指 巨 人 创造 数 词 ， 一定 
是 十 二 进 制 。 

实际 上 也 有 人 不 用 十 进 制 而 改 用 十 二 进 制 。 第 一 个 有 名 的 例子 ， 据 
说 就 是 瑞典 国王 查理 十 二 世 〈1682 一 1718) 。 他 率领 军队 窜 扰 北 欧 。 这 
个 外 号 叫 “ 北 方 的 狂人 ”的 好 战国 王 很 年 轻 就 死去 了 ， 没 有 能 实行 十 二 
进 制 。 这 样 一 个 豪强 的 国王 ， 为 什么 执意 要 搞 十 二 进 制 呢 ? 其 理由 还 不 
太 清 楚 ， 不 仅 因为 “十 二 世 ” 的 十 二 ， 还 一 定 有 更 合理 的 理由 。 首 先 想 
到 的 是 12 的 约 数 很 多 这 一 事实 。10 的 约 数 有 4 个 : 1，2，5，10。 与 此 
相 比 较 ，12 WARE 1, 2, 3, 4, 6,12, AOR. REE 10 不 能 用 3 
除 尽 ， 而 12 却 能 用 3 除 尽 ， 这 就 是 它 的 长 处 。 

在 学 者 当中 提 仙 十 二 进 制 的 人 是 博物 学 家 布 封 (1707—1788), + 
二 进 制 除了 O~9 的 数字 外 ， 还 必须 有 表示 10 和 11 的 数字 ， 布 封 用 X 
表示 10， 用 Z 表 示 11。 加 上 这 两 个 数字 就 可 以 用 与 十 进 制 相同 的 方法 
写 出 所 有 的 数字 。 布 封 的 生年 1707 TUE ZXI, ZÆ 1788 就 可 以 写 
成 1050, 

可 是 即使 有 查理 十 二 世 的 权力 和 布 封 的 博学 ， 也 不 能 把 十 二 进 制 强 
加 在 国民 头 上 。 这 是 因为 必须 改变 数 词 ， 而 这 一 点 很 难 办 到 。 

话 虽 这 么 说 ， 现 在 欧 浏 的 语言 和 习惯 上 仍然 保留 有 十 二 进 制 的 痕迹 。 
类 国 小 学 的 算术 教科 书 里 印 有 12X12=14 的 十 二 进 制 的 “ 九 九 ” 表 ， 可 
是 这 对 英国 的 孩子 有 必要 吗 ? 比如 12 个 是 1 打 ，12 打 是 1 罗 。 在 度量 衡 
上 也 是 以 12 进位 的 居多 。12 英寸 是 1 英尺，12 便士 是 1 先 令 。 英 语 的 数 
词 也 是 从 one, two 开始 说 到 ten, 11 不 是 ten-one, 12 不 是 tentwo, N 
eleven 和 twelve, E MARHE, eleven 是 从 哥 特 语 的 ainlif (RD 
来 的 ，twelve 是 从 twalib (R 2) 来 的 ， 也 仍然 是 以 十 进 制 为 基础 ， 但 现 
在 已 经 是 无 法 区 别 ， 决 不 能 说 成 ten-one, ten-two, 

在 这 一 点 上 日 语 就 合理 得 多 。 人 掌握 了 合理 的 数 词 会 多 么 有 利 呢 ? 这 
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就 不 得 而 知 了 。 总 之 “ 九 九 ” 表 很 好 地 利用 了 日 语 数 词 的 规律 性 ， 用 欧 
洲 语 言 可 就 非常 困难 了 。 


110 六 十 进 制 


要 是 20 太 大 的 话 ，60 就 更 大 了 。 而 以 这 更 大 的 60 为 基础 ， 把 六 十 
进 制 付 诸 实际 使 用 的 却 是 巴比伦 王国 。 

巴比伦 王国 的 六 十 进 制 现在 在 时 间 和 角度 的 测量 上 仍然 保留 着 。60 
秒 是 1 分 ，60 分 是 1 小 时 ， 在 角度 上 就 是 1 度 。 这 对 于 使 用 十 进 制 的 我 
们 来 说 不 太 方便 ， 可 是 要 改变 它 与 其 说 是 困难 的 还 不 如 说 是 不 可 能 的 。 
如 果 改 变 ， 那 现在 使 用 的 钟表 就 全 都 没 用 了 ， 刻 着 角度 的 机 械 也 全 部 要 
返工 改造 。 这 个 改革 比 起 实行 米 制 要 困难 得 多 。 似 乎 不 值得 付出 策 牲 去 
实行 。 无 论 如 何 ， 钟 表 和 分 度 器 上 的 六 十 进 制 会 永存 下 去 。 

可 是 六 十 进 制 为 什么 会 在 巴比伦 王国 产生 呢 ? 道理 还 不 清楚 ， 有 各 
种 各 样 的 说 法 ， 下 面 一 种 说 法 似乎 最 说 得 通 。 巴 比 伦 王 国 是 由 许多 小 的 
部 落 逐 渐 扩 大 形成 的 一 个 国家 。 那 时 有 必要 把 各 地 方 纷 杂 的 度量 衡 统 一 
起 来 。 所 以 有 很 多 约 数 的 60 就 很 方便 。 如 十 进 制 的 国家 和 十 二 进 制 的 
国家 一 起 组 成 新 的 国家 时 ， 如 果 用 10 或 12 都 能 除 尽 的 数 ， 也 就 是 以 10 
和 12 的 最 小 公 倍 数 60 为 基础 的 话 ， 对 两 国都 合适 。 


1.12 定位 与 0 的 祖先 


巴比伦 王国 和 埃及 是 历史 上 最 早 的 城市 国家 ， 在 那里 文明 的 发 达 程 
度 差不多 相同 ， 数 学 水 平 也 很 相近 。 它 们 掌握 了 100 万 或 1000 万 以 内 
的 数 词 ， 知 道 加 减 乘除 的 计算 方法 ， 还 提出 了 分 数 的 想法 。 但 是 也 有 些 
不 同 点 。 

埃及 在 实现 完整 的 十 进 制 方面 是 先进 的 。 巴 比 伦 王国 创立 的 是 混杂 
着 十 进 制 的 六 十 进 制 ， 因 此 我 们 得 到 一 份 不 值得 感谢 的 遗产 ， 这 就 是 时 
间 与 角度 的 六 十 进 制 。 即 使 这 么 说 ， 巴 比 伦 王国 的 数学 也 不 是 在 所 有 方 
面 都 比 埃及 差 。 巴 比 伦 记 数 法 的 长 处 究竟 在 哪里 呢 ? 

像 前 面 说 过 的 那样 ， 埃及 人 对 于 1, 10, 100, 1000, … 每 一 个 新 的 
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单位 想 出 一 个 新 的 文字 。 

可 是 巴比伦 人 分 别 用 ¥,《，Y~- 来 表示 1, 10, 100, 1000 意味 着 10 
X100， 所 以 写成 《<Y 一 。 我 们 可 以 认为 在 《与 Y>~ 之 间 省 略 了 X GR) 的 
和 符号。 同样，《<<Y 一 表示 10X10X100=10 000，KKKY 一 表示 10X10X10 
X100=100 000。 这 虽然 只 是 数字 ， 但 其 中 隐 含 着 重要 的 想法 。 这 个 想 
法 就 是 把 尽量 少 的 数字 组 合 在 一 起 来 表示 尽 可 能 大 的 数 。 节 约 数字 的 想 
法 逐渐 发 展 ， 发 明了 0， 诞 生出 计算 用 的 数字 ， 成 了 今天 人 类 的 共同 财 
富 。 就 是 这 些 计算 用 的 数字 ， 按 照 定 位 的 原理 ， 仅 用 10 个 数字 0，1， 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 的 排列 ， 就 能 够 表示 所 有 的 数 。 

埃及 人 为 什么 不 节约 数字 呢 ? 原因 不 太 清 楚 ， 也 许 这 个 原因 会 出 乎 
意料 地 出 现在 我 们 身边 。 埃 及 人 能 够 在 纸 藻 草 纤 维 制 成 的 草 纸 上 表 精巧 
的 图 画 。 当 有 必要 写 出 相当 于 1000 万 的 数字 时 ， 能 够 轻而易举 地 画 出 
避 这 样 的 图 形 文字 。 而 巴比伦 人 却 办 不 到 ， 他 们 的 纸 就 是 黏土 ， 笔 就 
是 在 黏土 上 刻 记 号 的 粗 陋 的 刮 棒 (MA 1-16), HE 
棒 充 其 量 也 就 是 刻 出 一 些 橡 形 沟 。 所 以 要 像 埃 及 人 那 
FEE 1000 写成 咽 等 等 真是 太 难 了 。 巴 比 伦 人 必须 想 
办 法 找 窍 门 ， 用 简单 的 向 形 沟 的 组 合 写 出 1000， 这 
HARE TY? 总 而 言 之 ， 也 许 是 因为 他 们 
用 粗 陋 的 刮 棒 和 竺 土 ， 使 他 们 不 得 不 节约 数字 吧 。 

可 是 反 过 来 说 ， 这 件 事 对 于 数学 的 发 展 却 是 幸运 的 。 实 际 上 ， 从 0 
的 发 明 到 创造 计算 用 的 数字 ， 这 一 发 展 的 线索 不 是 联系 在 埃及 系统 ， 而 
是 联系 在 巴比伦 系统 的 数学 上 。 

如 果 是 使 用 方便 的 草 纸 使 埃及 的 数学 停止 发 展 ， 而 不 方便 的 黏土 却 
给 巴比伦 数学 的 发 展 以 很 好 的 刺激 ， 这 可 以 说 是 历史 的 讽刺 吧 。 





2.1 多 少 个 和 多 少 


可 以 说 “这 个 公里 有 多 少 个 苹果 ”， 而 不 能 说 “这 个 桶 里 有 多 少 个 
水 ”， 对 于 水 只 能 说 多 少 而 不 能 说 多 少 个 。 这 样 ， 多 少 个 和 多 少 之 间 就 
有 了 明显 的 区 别 。 

苹果 是 一 个 个 分 离 、 独 立 存 在 的 ， 像 这 类 东西 (数学 上 称 作 集 ) 在 
数 数目 的 时 候 ， 回 答 是 多 少 个 ， 这 类 东西 就 称 作 离散 量 。 例 如 ， 人 和 群 、 
鸟 群 、 棍 子 捆 ， 全 都 是 离散 量 ， 因 为 这 些 都 是 一 个 个 相互 分 离 的 。 在 数 
离散 量 时 总 是 说 1，2，3，…， 称 为 目 然 数 或 正 整数 。 

与 数 多 少 个 的 离散 量 相 比较 ， 像 测量 水 有 多 少 这 样 的 量 就 称 作 连 续 
量 。 因 为 桶 里 的 水 不 是 一 个 个 分 离 的 ， 而 是 连续 变化 的 。 

水 无 论 分 到 多 么 细小 也 是 水 ， 是 不 会 变 的 。 还 有 ， 当 把 两 个 桶 里 的 
水 倒 在 一 起 ， 仍 然 是 连续 的 水 ， 看 不 到 有 接 缝 的 地 方 。 

像 这 样 能 够 自由 地 分 开 和 结合 的 东西 就 称 为 连续 量 。 然 而 ， 离 散 量 
和 连续 量 的 区 别 也 并 不 是 绝对 的 。 例 如 ， 我 们 说 多 少 米 的 布料 是 连续 
量 , BERERA IFE, RUME RECORRE T. 
另外 ， 俄 国有 一 个 故事 说 : TANERNESZETMTIENT LE, 
因为 不 好 分 割 ， 就 把 土豆 做 成 了 汤 ， 分 给 三 个 孙子 喝 了 .” 老 奶奶 是 把 
离散 量 的 土豆 ， 变 成 了 连续 量 的 土豆 汤 ， 从 而 解决 了 难题 。 

在 人 类 靠 摘 取 树 木 的 果实 和 猎取 野兽 来 维持 生活 的 时 候 ， 只 数 离 散 
量 就 足够 了 ， 不 会 产生 什么 差错 。 在 数 树 木 的 果实 和 野兽 这 样 的 离散 量 
时 ， 就 说 ]，2，3，… 自 然 数 就 行 了 。 后 来 随 着 农业 和 畜牧 业 的 发 展 ， 
集体 活动 和 集体 生活 的 兴盛 ， 就 有 了 考虑 连续 量 的 要 求 了 。 假 定 有 10 
个 人 捕获 了 7 RE, MERRE? 只 亡 的 肉 分 成 相等 的 10 份 的 时 候 ， 或 
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者 需要 用 鹿 肉 去 交换 其 他 东西 的 时 候 ， 自 然 就 产生 了 考虑 分 割 连续 量 的 
问题 了 。 男 外 ， 像 谷物 的 量 、 田 地 的 面积 、 道 路 的 里 程 等 都 是 需要 知道 
的 ， 而 这 些 都 是 连续 量 。 


2.2 用 单位 测量 


离散 量 要 数 ， 连 续 量 要 测量 。 然 而 ， 这 里 所 说 的 测量 步 又 应 如 何 进 
行 呢 ? | 

两 个 离散 量 的 大 小 是 可 以 直接 进行 比较 的 。 例 如 ， 为 比较 一 束 花 的 
花 数 和 花瓶 数 包 个 多 ， 可 以 在 每 个 花瓶 中 撒 一 校花 ， 余 下 哪 一 方 就 可 说 
哪 一 方 多 。 然 而 ， 作 为 不 可 数 的 连续 量 就 不 能 这 样 做 了 。 例 如 ， 当 比较 
两 根 棍 子 的 长 度 时 ， 首 先 最 简单 的 比较 方法 ， 就 是 直接 并 排 起 来 进行 比 
较 ， 然 后 再 确定 长 出 来 的 部 分 有 多 长 。 但 是 ， 有 些 东西 不 能 像 这 样 进行 
直接 比较 。 例 如 奈良 大 佛 的 大 拇指 与 饶 仓 大 佛 的 大 拇指 是 不 能 如 此 比较 
哪个 长 的 。 在 这 种 场合 ， 必 须 找 到 一 个 间接 的 比较 方法 。 可 以 选择 一 根 
小 棍 ， 看 看 拇指 是 它 的 多 少 倍 ， 这 也 是 一 种 比较 。 如 果 一 方 是 小 棍 长 的 
5 倍 ， 另 一 方 是 小 棍 长 的 3 倍 ， 我 们 就 可 以 断定 是 比 小 棍 长 5 倍 的 那个 
拇指 长 。 这 根 小 棍 就 是 用 来 作 间接 比较 的 中 间 一 方 。 因 此 ， 这 根 小 棍 的 
长 度 就 成 了 长 度 的 单位 。 

可 以 说 在 直接 比较 不 方便 的 地 方 ， 就 有 了 间接 比较 的 需要 ， 又 由 于 
间接 比较 的 需要 ， 而 产生 了 单位 。 像 重量 、 体 积 都 是 如 此 ， 尤 其 是 钱 更 
为 明显 。 当 初 人 类 还 没有 货币 时 是 进行 物 物 交换 的 ， 用 三 个 瓜 与 五 个 划 
膝 进行 交换 ， 可 以 说 这 是 一 种 方法 ， 是 价值 的 直接 比较 。 由 于 这 样 的 直 
接 比较 太 麻 烦 ， 就 出 现 了 以 贝壳 和 羊皮 作 中 间 物 进行 的 间接 比较 和 交 
Be. UO, Wot. ERAR ROHAN RE. 

由 于 以 贝 沉 为 单位 只 能 在 一 个 部 落 里 通用 ， 而 在 更 大 的 范围 里 就 不 
能 通用 ， 因 此 通用 单位 的 金属 货币 就 应 运 而 生 了 。 

例如 对 于 估价 为 100 日 元 的 商品 ， 在 头脑 中 就 会 按 每 一 日 元 把 商品 
分 成 100 等 份 。 还 有 测量 一 根 绳子 是 50 厘米 ， 就 相当 于 分 成 50 SH. 
所 以 说 测量 是 离 不 开 分 割 的 。 
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古 时 候 ， 中 国有 个 很 有 名 的 “ 曹 冲 称 象 ”的 故事 。 

称 象 的 方法 是 先 把 象 拉 到 船上 ， 在 吃水 线 处 作 好 标记 ， 随 后 把 象 牵 
下 船 ， 再 把 小 石头 装 上 船 ， 使 船 下 沉 到 有 标记 的 地 方 。 这 样 可 以 每 次 用 
秤 称 少 量 的 石头 ， 按 照 加 法 进行 计算 ， 从 而 整个 象 的 重量 就 称 出 来 了 。 

这 样 做 能 代替 分 割 象 ， 由 于 用 和 象 的 重量 相等 的 小 石头 代替 象 ， 所 
以 分 开 称 石头 ， 结 果 就 和 分 割 象 是 一 样 的 。 要 测量 从 此 地 到 邮 简 的 路 
长 ， 若 无 太 时 ， 则 可 利用 步 幅 来 测量 CLA 2-1)。 所 调用 步 幅 测量 就 
是 从 路 长 中 扣除 每 一 步 的 步 幅 ， 直 到 剩 下 零头 为 止 。 如 能 扣除 100 次 ， 
就 可 回答 说 是 100 步 。 这 样 就 把 本 来 是 连续 量 的 道路 长 度 分 割 为 步 幅 ， 
即 把 连续 量变 成 了 离散 量 。 

因此 ， 测 量 连 续 量 只 有 建立 在 数 离 散 量 的 方法 上 才 有 可 能 。 人 类 的 
祖先 很 曲 就 是 从 数 离 散 量 1，2，3，4，… 开 始 计数 的 ， 孩 子 们 也 是 从 数 
像 小 石子 和 玻璃 球 一 类 的 离散 量 开 始 建立 数 的 概念 的 。 测 量 水 、 牛 奶 和 
粉 之 类 的 连续 量 ， 后 来 也 成 为 可 能 的 了 。 





图 2-1 


然而 ， 在 把 连续 量 分 割 成 离散 量 时 ， 产 生 了 一 个 困难 ， 这 就 是 存在 
零头 的 问题 。 用 1 米 的 矿 来 量 金属 丝 的 长 度 时 ， 人 恰好 量 到 头 大 约 是 不 可 
能 的 ， 在 大 多 数 情况 下 要 剩 下 不 够 1 米 的 零头 。 若 用 1 米 来 量 ， 量 了 4 
次 后 剩 下 了 零头 ， 此 时 该 怎样 量 下 去 才 好 呢 ? 其 方法 有 二 。 第 一 个 方法 
是 制作 比 1 米 小 的 单位 ， 再 用 此 单位 量 剩 下 的 零头 。 

如 果 这 个 单位 是 1 米 的 1/10， 即 工分 米 ， 若 用 此 单位 量 了 7 次 ， 那 
么 零头 就 有 7 分 米 ， 金 属 丝 的 全 长 就 是 4 米 零 7 分 米 。 如 果 仅 用 米 来 表 


示 ， 就 是 4 廊 米 ， 也 可 用 小 数 表 示 为 4. 7 X. 


量 到 这 里 如 果 还 有 余下 的 零头 ， 可 进一步 用 1/100 米 即 1 厘米 来 
E, ARRARA 2 厘米 ， 那 么 全 长 就 是 4.72 米 。 
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如 此 ， 每 当 有 余下 的 部 分 时 ， 就 将 尺度 再 细 分 1/10， 这 样 就 成 了 一 
个 多 位 小 数 ， 例 如 4. .7253… 米 。 

照 此 ， 将 尺 细 分 下 去 ， 所 出 现 的 数 就 是 小 数 。 然 而 ， 还 有 为 一 种 方 
法 ， 那 就 是 在 设 有 斥 的 时 候 ， 使 用 金属 丝 一 起 进行 交替 细 分 的 方法 。 

试用 1 米 的 尺 来 测量 金属 丝 ， 结 果 有 2 米 和 者 干 零头 ， 如 果 要 知道 
这 个 零头 是 1 米 的 几 分 之 一 ， 就 必须 用 该 零头 来 分 割 1 米 的 长 度 ， 和 看 分 


了 3 次， 那么 零头 就 是 1/3 米 ， 可 以 说 全 长 就 是 2 K AA 22). 





图 2-2 
如 果 量 了 3 次 之 后 还 有 零头 ， 可 再 用 零头 来 分 割 1/3 米 。 传 说 这 个 
方法 是 古代 希腊 的 木匠 使 用 过 的 。 注 意 用 这 种 方法 测量 时 ， 结 果 是 分 
数 。 


2.3 连续 量 的 表示 方法 


两 只 狗 和 三 只 狗 加 在 一 起 是 几 只 狗 ? 孩子 们 会 立刻 画 出 狗 来 计算 
( 见 图 2-3)。 


Y TA +A TA A 


图 2-3 
然而 渐渐 地 ， 随 着 画 的 进展 ， 沉 得 用 这 种 方法 计算 不 需要 画 狗 的 腿 
和 尾巴 ， 于 是 就 想到 只 用 简单 的 符号 就 行 了 〈 见 图 2-4). 


OO+OOO 


图 2-4 
H-ZERT, ANA, BEER, AREARE Se deo O 
图 2-5). 
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图 2-5 
即 懂得 为 了 表示 离散 量 ， 最 易 画 的 是 〇 ， 这 是 最 合适 不 过 的 了 。 
但 是 ， 用 @ 〇 来 表示 连续 量 ， 不 论 怎 样 考虑 都 是 不 合适 的 。 用 … 来 表 
示 倒 人 梢 中 的 三 升水 也 是 不 合适 的 ， 因 为 水 是 连续 的 。 
表示 连续 量 必须 考虑 其 他 方法 ， 想 出 这 种 方法 的 人 就 是 笛 卡 儿 。 他 
想 出 了 用 直线 的 长 度 来 表示 所 有 的 连续 量 : | 
“on 最 后 必须 了 解 ， 在 连续 量 的 各 种 量 岗 中 ， 显 然 比 长 度 和 宽度 
更 清楚 的 东西 是 不 存在 的 …*…” 
连续 量 ， 除 了 长 度 以 外 ， 还 有 重量 、 面 积 、 体 积 、 时 间 、 密 度 、 温 
度 、 款 额 等 ， 可 以 说 种 类 很 多 。 这 些 全 部 都 用 长 度 来 表示 ， 不 能 不 说 笛 
卡 儿 的 想法 是 非常 大 胆 的 ( 兄 图 2-6), 
H 一 一 一 1 小 时 
| 一 一 一 一 一 2 小 时 
3 小 时 
一 1000 日 元 
{so 
图 2-6 
的 确 ， 用 长 度 来 表示 的 话 ， 连 续 量 所 具有 的 重要 特性 就 会 鲜明 地 表 
达 出 来 。 
首先 就 是 不 论 多 少 都 能 分 割 ， 而 直线 的 长 度 确 实 不 论 多 少 都 能 分 割 
( 见 图 2-7), 
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O mind EP O O A A ee O eee E E O ee ee A ee A E O O E ee is rr m nr a 


图 2-7 
其 次 ， 也 能 自由 地 结合 到 一 起 CMA 2-8), 
——— | 
| 

2-8 


再 次 ， 能 够 很 容易 地 比较 大 小 (MA 2-9. 

虽然 形状 不 同 的 杯子 里 的 水 的 体积 是 Pe =p 
不 容易 比较 的 ， 但 是 如 将 体积 转换 成 长 度 ， 一 一 一 一 小 
立刻 就 可 以 进行 比较 。 具 体 地 说 来 ， 只 要 图 2-9 
看 一 下 水 倒 进 米 制 量 杯 后 的 变化 就 会 明白 。 
米 制 量 杯 本 来 就 是 把 体积 转换 成 长 度 的 工具 ( 见 图 2-10). 

仔细 考虑 一 下 ， 说 量 器 多 半 都 是 把 连续 量 表示 成 长 度 的 工具 ， 是 并 
不 过 分 的 。 

例如 ， 杆 秤 就 是 把 重量 转换 成 有 刻度 的 长 度 的 工具 ， 钟 表 就 是 把 时 
间 转 换 成 表盘 的 长 度 〈 曲 线 长 度 ) 的 机 械 ， 还 有 温度 计 是 把 温度 这 一 连 
续 量 转换 成 了 长 度 ， 汽 车 的 速度 计 也 是 把 速度 这 一 连续 量变 成 曲线 的 长 
E MA 2-11. 
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AB ES | BEANE SO AA 


一 了 十 地 这 个 规则 ， 因 为 连 分 子 为 2 时 都 不 知道 ， 在 3 以 上 时 就 更 不 
用 说 了 。 | 

St HR MEHR, 2-355 则 是 坪 的 第 二 个 塌 
E. 

LE + 1,1,1 

Alle, 3+5 Al tt 

知道 了 这 一 点 ， 就 好 往 下 进行 了 。 试 将 3 张 纸 分 成 五 等 份 。 要 是 把 
它们 模 着 排 起 来 分 ， 是 难以 体现 二 十 二 十 二 之 意义 的 。 因 此 ， 可 将 其 稍 
加 整理 ， 使 3 KARAT RESO 

O 这 样 一 来 ， 马 上 就 会 明白 3 个 志 张 纸 片 的 道理 〈 兄 图 2 - 14)。 总 


之 ,3 二 5 一 二 十 二 十 三 是 显而易见 的 了 ， 


埃及 人 不 了 解 这 一 规则 ， 竞 日 费 了 力气 。 这 件 
事 就 文化 的 进步 来 说 给 了 我 们 有 益 的 教训 。 文 化 的 
进步 也 不 是 直线 前 进 的 ， 而 是 走 了 很 多 弯路 。 不 仅 
如 此 ， 甚 至 走 进 死 衣 同 长 时 间 出 不 来 的 事 也 是 有 
的 。 阿 孟 斯 的 单位 分 数 表 ， 的 确 可 以 说 是 一 个 死 胡 
A. 





2.5 FARO 


分 数 的 难度 也 在 于 其 表示 的 方法 。 例 如 整数 的 表示 方法 只 有 一 种 ， 
像 256， 除 了 写作 256 之 外 没有 别 的 写法 ; 小 数 也 一 样 ，3.14 除了 写作 
3.14 以 外 也 没有 别 的 写法 。 然 而 ， 即 使 是 相同 的 分 数 ， 也 有 各 式 各 样 的 
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写法 。 例 如 元 可 以 写作 和 二， 也 可 写作 与。 虽然 内 容 相同 ， 可 外 表 是 不 同 
的 ; 


同一 个 去 之 所 以 能 写成 许多 变化 形式 ， 其 原因 是 存在 着 下 述 规则 ， 
“分 数 的 分 母 和 分 子 不 论 是 乘 以 相同 的 数 ， 还 是 除 以 相同 的 数 ， 其 
分 数 的 大 小 都 是 不 变 的 。” 
为 了 理解 这 个 规则 ， 可 利用 纸 片 说 明 。 例 如 1 张 纸 的 之 就 是 图 2- 15 
中 画 斜 线 的 部 分 。 在 这 张 纸 片上 面 一道 模 线 就 分 成 了 小 块 ， 一 个 小 块 为 
2X2 


1 _1 5 asa 2X2 
Te TRA SCH 2X 24, FA RREA — 


MAMPARAS 


2X2 4 
6 


3X2 


TIN GE 
图 2-15 


同样 车 进行 SA, RARA > WRR A 5 等 
分 ， 就 成 为 图 2- 16 所 表示 的 情形 。 


3 3X2 3x3 3X4 





由 此 就 可 明白 “分 数 的 分 母 和 分 子 滋 以 同样 的 数 ， 其 大 小 不 变 ” 这 


2.6 分 数 的 比较 | 29 


个 道理 。 另外， 如 想 从 3 人 5 得 出 宇 来 ， 就 可 将 分 母 和 分 子 都 用 2 来 除 ， 


则 其 大 小 仍然 不 变 ， 将 二 的 分 母 和 分 子 都 除 以 2 得 出 也， 通常 把 这 叫做 
约 分 ， 即 本 书 中 所 说 的 “ 折 琶 "。 相 反 ， 将 了 的 分 母 和 分 子 都 乘 以 2 得 


到 全 ， 称 此 为 “扩展 ”。 
2 (扩展 ) 4 


3 dÆ) 6 
无 疑 ， 不 论 “ 折 登 ” 或 是 “扩展 "， 都 不 会 缩小 和 扩大 分 数 的 大 小 ， 
而 仅仅 是 改变 了 外 形 而 已 。 


2.6 分 数 的 比较 


比较 两 个 小 数 ， 可 以 一 目 了 然 ， 因 为 将 小 数 点 对 齐 ， 若 从 高 位 开始 
进行 比较 则 是 很 容易 看 出 的 。 例 如 者 比较 5. 382 和 5. 3947， 立 刻 就 可 知 
道 5. 3947 大 。 


然而 ， 区 别 分 数 的 大 小 就 相当 困难 了 。 例 如 地 和- 娜 个 大 ， 难 以 立 
即 答 出 。 不 能 简单 地 区 分 大 小 是 分 数 的 一 项 困难 。 

WE HE 25, SEIT 来 考虑 ， 实 际 上 做 除法 运算 就 行 了 ， 
即 有 


0.4 0. 42 
2 0 3 0 
30 728 
0 2 0 
14 
6 

2 _ 3 _ 
50.4 70. 42 


这 样 用 小 数 来 比较 ， 就 知道 了 大。 然而 由 于 用 除法 运算 有 余数 ， 所 
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以 不 能 说 它 是 个 好 方法 。 
这 可 以 利用 正方 形 纸 片 来 作 说 明 〈 见 图 2-17)。 把 两 张 正方 形 纸 片 
一 张 竖 着 分 一 下 ， 一 张 横着 分 一 下 。 让 纸 片 的 中 间 是 透明 的 ， 把 两 张 纸 


WDE. RR, RT zz MERA - 


14 3X5_15 15 „14 a 
ae) AA RNRMETERSR. HE ORAM 


35” 
YY 
YY 
Yj 
AA 1 
2 


5 


3 2 
了 了 比 寺 大 。 





这 是 在 结果 中 将 所 和 了 换算 成 相同 的 分 母 ， 即 适当 地 扩展 到 35。 


写成 算式 则 为 
2_2X7_14 3_3X5_15 
5 5x7 35 7 7X5 35 


像 这 样 将 分 数 适当 地 扩展 ， 化 成 分 母 相 同 的 分 数 ， 就 叫做 通 分 。 
比较 分 母 不 同 的 分 数 的 大 小 就 是 比较 通 分 后 分 子 的 大 小 。 


2.7 分 数 的 加 法 和 减法 


尽管 分 数 之 间 的 相 加 稍 有 困难 ， 但 若 分 母 相 同 就 比较 简单 ， 例 如 图 
2-18 Hin. Ä 


249 
f 
2% 





2-18 


1,1 1 1 1 1 9 
BA trt ATE AM, PHS A RT X 
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不 外 乎 是 使 分 母 保持 原样 ， 而 将 分 子 彼此 进行 相 加 ， 即 
7 7 7 7 | 
无 论 什么 样 的 分 数 只 要 分 母 相同 ， 就 可 以 用 这 种 形式 来 计算 ， 然 而 
难 办 的 是 分 母 不 同 的 情况 。 | 
RES Hm, RATE RIE A NEE ( 见 图 
2-19), 





_ 14+15 _ 29 
> 35 =~ 35 


图 2-19 | 
这 仍然 是 将 两 个 分 数 适当 地 通 分 为 相同 的 分 母 。 因 此 ， 分 数 相 加 也 
是 相当 不 容易 的 。 为 了 扩展 ， 需 要 用 乘法 ， 而 为 找 出 共 辐 的 分 母 也 需 用 
KR. 
减法 运算 时 也 和 加 法 时 一 样 ， 应 使 其 分 母 化 成 相等 : 


K— -一 一 一 -一 一 eT 一 一 一 一 - 
— 


经 常 出 现 的 错误 是 在 分 数 相 加 时 ， 有 人 就 把 分 母 和 分 母 、 分 子 和 分 
子 相 加 起 来 。 
5 


2,3 2 十 3 _ ah H> > ea 、 5 
Bi, EASTER > RAR TO. AMANE 
EN. AX 


— DE RA —_—_—_ i 
— — — — 


12 12X7 84 7 7X12 84 


A E E AE 


1,1 1] 十 1 2 1 ， TE 
sto MA UR, BT, A 


是 得 出 了 一 个 英名 奇妙 的 结果 。 
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这 一 公式 来 考虑 一 下 。 
以 时 速 5 千 米 走 了 闻 小 时 ， 即 使 不 使 用 公式 也 能 算出 行程 : 
在 于 小 时 为 5 FRH 
在 子 小 时 为 5 PRHA, WRUAERRLATEHT. 


因此 若 规定 SX RESH, M 


速度 X 时 间 王 距离 
这 一 公式 在 分 数 世 界 里 也 是 适用 的 。 


换 句 话说 ,，… 的 子 也 是 有 意义 的 。 所 以 下 面 三 种 情况 的 意义 相同 ， 


3 3 . 
X | A | weet 4X3 
如 采 像 这 样 来 规定 乘 分 数 ， 也 可 以 理解 
单价 X 数 量 二 总 价 


这 个 公式 同样 能 在 分 数 世 界 里 推广 使 用 。 例 如 1 升 单价 80 日 元 的 着 油 ， 
HALA, WA 


AA 80 日 元 二 4 
IR 80 日 元 二 4X3 
… 一 4Xx3 与 前 面 所 述 是 相同 的 。 另 外 ， 长 X 宽 = 面积 ， 同 样 在 分 数 世 界 


WY 里 也 适用 。 例 如 ， 长 5 米 ， RR K 


方形 面积 〈 见 图 2-20)， 可 以 像 下 面 这 样 
来 表示 : 


NIEDER. ER ur er 
ESA, KIXR, HAS 平方 米 








PEPE GHG ULL IIA 
7 a, LILA % 9 A 
VOLO. LG SUI. 
SD WEG LZ 


图 2-20 | 方 米 









长 5 米 ， RX, 面积 (54) Y 
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长 5 米 ， 宽 立 米 ， 面 积 (5 二 4X3) FFX. MB, Bx 2 


—4X3 的 意思 ， 则 

长 X 宽 = 面积 
这 一 公式 在 分 数 世 界 里 也 是 适用 的 。 

虽然 上 述 不 过 是 二 三 个 实例 ， 但 由 此 可 以 了 解 ， 当 明确 规定 了 义 分 
数 的 意义 时 ，X 的 公式 在 连续 量 的 世界 里 照样 成 立 。 

听 到 这 些 ， 保 守 的 项 固 派 是 会 说 三 道 四 的 。 确 实 给 X 分 数 下 了 定义 


会 带 来 很 多 方便 。 ER, PX SHR LIETAX3, RIO & 


于 又 除 又 乘 两 次 整数 ， 所 以 就 不 必要 考虑 X 子 了 。 因 为 与 X 的 起 始 的 意 


思 混 同 ， 所 以 还 是 使 用 别 的 记号 为 好 。 

大 概 这 也 是 反对 论 的 一 番 道 理 吧 。 然 而 就 是 使 用 旧 的 xx ， 也 没有 比 
这 更 糟 的 了 。 在 普通 的 说 法 中 也 有 不 少 与 此 类 似 的 情况 。 例 如 ， 有 过 
“ 笔 勤 ”或 “ 笔 不 勤 ” 的 说 法 ， 对 于 使 用 钢笔 和 铅笔 来 说 ， 绝 不 会 说 成 
E MED”, “MEAD”. | 

在 这 里 ， 笔 是 被 扩大 解释 为 包含 了 钢笔 和 铅笔 的 。 因 此 ， 尽 管 数 学 
是 定义 严格 的 学 科 ， 但 在 某 些 场合 ， 可 以 说 也 具有 灵活 的 一 面 。 


2.9 RRD, REK 
如 果 把 X 当 作 扩大 来 解释 ， 虽 然 也 能 定义 X 分 数 的 意义 ， 但 也 会 产 


生 一 些 问题 。 例 如 乘 整 数 时 必定 是 增 大 的 ， 但 乘 分 数 时 就 会 减 小 。 总 而 
言 之 “ 乘 就 增 大 ”这 种 通常 的 说 法 是 不 成 立 的 。 不 用 说 想 出 X 地 就 是 … 


的 了 ， 即 便 是 感到 奇怪 ， 也 是 理所当然 的 。 这 种 奇妙 的 感觉 对 讲 西欧 语 


言 的 人 比 对 讲 日 语 的 人 来 说 更 为 强烈 。 因 为 在 多 数 欧洲 语 中 “ 乘 ” 同 时 
就 是 增 大 的 意思 。 例 如 英语 中 的 multiply、 法 语 中 的 multiplier， 德 语 中 
的 vervielfachen, iS PA ymnomuts SEHE, 

18 世纪 的 大 数学 家 欧 拉 对 这 个 解释 似乎 也 感到 难 办 ， 曾 说 过 : 
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“如 果 整 数 或 分 数 乘 以 分 数 ， 其 得 数 比 被 乘 数 小 ,无论 如 何 这 与 乘 
法 的 性 质 是 矛盾 的 。 乘 法 若 按 其 名 称 来 判断 ， 则 意味 着 增 大 或 增加 。?” 

HAZE E E “Be fruitful, and multiply” HE “> Æ! 增殖 
吧 !” 因 此 对 multiply 也 会 减少 是 难以 理解 的 。 

然而 有 幸 的 是 日 语 的 “ 乘 ” 没 有 “ 增 大 ”的 意思 ， 因 此 欧 拉 的 疑问 
不 知 不 觉 地 就 解决 了 。 当 减 价 时 与 其 说 打 8 折 等 ， 莫 如 直 说 减少 的 价钱 
更 好 。 

在 这 一 点 上 是 按照 近代 日 语 来 说 的 。 

因为 在 日 语 里 “和 滋 ”没有 增 大 的 意思 ， 所 以 日 本 人 和 欧洲 人 一 样 ， 


乘 上 二 得 数 减少 这 一 点 也 是 在 不 知 不 觉 之 中 得 到 了 解决 。 但 是 对 于 除法 


就 不 能 那样 说 了 。 即 使 是 日 本 人 ， 对 于 除 是 增 大 也 是 难以 想象 的 ， 这 是 
不 能 在 不 知 不 觉 中 解决 的 。 

为 了 解答 这 种 疑问 ， 联 想起 来 对 于 除法 是 有 两 种 意思 的 。 也 就 是 平 
均 分 割 和 包含 分 割 。 

首先 ， 震 将 除 分 数 考虑 为 包含 分 制 ， 就 会 消除 除 是 增加 这 一 疑问 。 


如 果 把 3 米 长 的 绳 ， 分 割 为 三 米 即 50 厘米 长 的 绳 ， 能 分 成 多 少 根 ， 
试 思考 一 下 这 一 问题 〈 见 图 2-21)， 


图 2-21 
若 写 出 公式 并 以 米 为 单位 就 是 3 证 却 ， 答 案 很 明显 为 6， 即 
.1_ 
35:36 
3 被 除 以 后 虽然 增 大 到 6， 但 像 这 样 ， 若 将 除法 KA 


分 割 是 不 难 想象 的 。 
这 里 暂 把 二 分 数 考虑 成 包 仿 分 割 ， 来 推导 一 下 计算 的 方法 。 
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试 考虑 把 6 米 长 的 金属 丝 前 成 < 米 长 的 小 豚 ， 能 剪 多 少 根 。 如 用 运 


算式 写 出 就 是 6 米 二 三 米 ， 省 略 单位 米 即 为 


. 2 
6+- 


这 样 的 计算 ， 一 次 不 好 完成 ， 可 用 两 次 来 完成 。 
首先 ， 前 成 2 米 长 的 金属 丝 。 即 6 米 二 2 米 王 3， 能 够 分 成 3 根 〈 见 
图 2-22). 


CE ee 
To 
-a 
i 
- 
- 
- 
- 
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FE ™ nm a * - - 
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图 2-22 


接着 若 将 2 米 长 金属 丝 再 分 为 5 等 份 ， 每 份 就 成 了 三 米 长 的 金属 丝 


了 ， 因 为 是 3 根 的 5 倍 就 是 
3X5=15 
按照 最 初 的 计算 就 是 
6 一 2X5 一 15 
HEDERA EE 再 乘 上 分 母 的 5。 


这 不 限于 一 告 ， 对 什么 样 的 分 数 都 是 这 样 ， 所 以 ， 知 使 其 一 般 化 ， 


则 有 下 列 规则 : 
“ 除 以 分 数 时 ， 就 是 除 以 分 子 ， 乘 上 分 母 。 


we e AAA 
re “二 分 子 X 分 母 


REN. TORE TAE AA 


„Az. In 
-F x= 


由 此 可 见 ， Fir 分数 考虑 为 包含 分 割 就 能 够 很 自然 地 加 以 想象 。 
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但 对 平均 分 割 的 方法 该 如 何 考虑 呢 ? 
例如 ，12 是 几 的 3 倍 ， 这 个 问题 就 是 12 二 3 的 平均 分 割 问题 ，12 


是 几 的 二 ， 把 这 个 问题 考虑 为 12 二 二 的 平均 分 割 也 是 合适 的 。 这 也 和 


包含 分 割 的 情况 相同 ， 可 分 成 两 步 考虑 。 
首先 12 是 几 的 2 倍 ? 
12+2=6 
6 又 是 几 的 1/37 
6x3=18 
按照 最 初 的 计算 ， 则 有 
12 一 2X3 一 18 


也 就 是 说 12 应 是 18 RE, 
此 种 计算 与 包含 分 割 的 情况 一 样 ， 除 以 分 子 的 2 乘 以 分 母 的 3。 
UREN 变 成 了 X 祁 ， 不 论 是 包含 分 割 还 是 平均 分 割 都 是 相同 


的 。 

如 上 所 述 ，X 分 数 、 王 分 数 的 规则 就 是 变 成 整数 的 两 次 计算 。 这 个 
规则 一 旦 被 确定 之 后 ， 考 虑 分 数 的 一 次 计算 ， 就 可 以 此 为 基础 向 前 迈 
进 。 数 学 进步 的 秘密 就 在 这 里 。 


2.10 小数 的 意义 


小 数 就 是 拿 10，100，1000，… 特 殊 的 数 作 分 母 的 分 数 。 虽 然 从 理 
论 上 说 确实 如 此 ， 但 在 认识 上 却 颇 费 周折 。 

所 谓 测量 长 度 和 重量 等 连续 量 ， 就 是 看 它 是 单位 量 的 多 少 倍 。 但 往 
往 是 有 零头 的 ， 出 现 零 头 时 的 处 理 ， 前 面 有 两 处 已 叙述 过 了 。 

那 就 是 以 余 量 为 基础 去 除 单位 量 。 如 果 单 位 量 是 余 量 的 5 倍 ， 我 们 


就 可 以 知道 余 量 是 单位 量 的 三， 这 就 是 对 分 数 的 考虑 方法 。 而 将 单位 量 
进行 纲 分 就 是 小 数 的 考虑 方法 。 将 单位 量 分 成 十 等 份 ， 用 此 去 除 余 量 ， 


38 | 22% 离散 量 和 连续 量 


如 为 2 倍 ， 那 么 余 量 就 是 单位 量 的 蕊 倍 或 0. 2 倍 。 


分 数 可 以 说 是 由 于 采用 没有 计量 仪器 的 测量 方法 而 出 现 的 ， 但 小 数 
则 可 以 说 是 由 于 用 了 计量 仪器 这 种 测量 方法 而 产生 的 。 

因此 可 以 这 样 说 ， 发 展 小 数理 论 的 不 是 那些 轻视 劳动 的 希腊 贵族 阶 
级 ， 而 是 那些 使 用 尺 和 秤 的 工匠 和 商人 ， 贵 族 们 是 不 肯 做 这 些 事 的 。 像 
欧 几 里 得 《公元 前 3 世纪 ) 就 不 知道 小 数 ， 他 经 常用 的 就 是 用 余 量 来 除 
的 方法 。 | 

今天 的 十 进 制 小 数 ， 在 欧洲 是 从 16 世纪 开始 创造 出 来 的 。 是 荷兰 
新 教徒 国王 拿 驭 的 莫 利 斯 所 雇用 的 技师 史 蓝 文 创 建 了 小 数理 论 ，。 

他 被 称 为 不 是 数学 家 而 使 用 数学 的 实践 家 。 他 在 《小 数论 》 这 一 欧 
洲 首次 建立 的 小 数理 论 中 写 道 : 

“西蒙 。 史 带 文 向 天 文学 家 、 测 量 技 师 、 织 物 计 量 师 、 重 量 测定 技 
师 以 及 商人 们 致敬 ……” 

他 给 小 数 以 下 列 定义 : 

“小 数 是 根据 十 进 制 的 考虑 ， 使 用 普通 阿拉 伯 数 字 的 算术 的 一 种 。 
使 用 小 数 后 ， 不 管 什 么 数 都 可 以 写 出 来 ， 在 实际 事务 中 出 现 的 计算 可 以 
完全 不 用 分 数 而 只 用 整数 来 进行 。” 

虽然 史 带 文 的 小 数 和 今天 的 小 数 在 内 容 上 是 相同 的 ， 但 写法 上 却 有 
不 同 。 如 今天 的 8. 937， 史 带 文 写作 8o9o3e7e。 图 图 中 的 数字 是 位 数 。 
用 这 种 方式 ， 对 于 整数 部 分 好 像 也 有 附带 写 位 数 的 必要 ， 但 按照 整数 取 
位 数 的 原理 ， 就 没有 必要 再 表示 位 数 了 。 同 样 ， 在 小 数 中 ， 若 应 用 取 位 
的 原理 ， 像 @，@，@@，… 这 样 的 位 数 也 不 需要 表示 了。 若是 史 带 文 入 
得 今天 的 小 数 ， 看 到 有 谁 特意 将 位 数 用 @，@D，@，… 来 表示 ， 也 会 感 
到 不 妥 的 。 由 上 面 的 例子 就 可 以 知道 人 类 知识 的 进步 不 会 是 跳跃 前 进 
BY 


2.11 分 数 和 小 数 


把 小 数 变 为 分 数 是 非常 容易 的 ， 只 要 将 小 数 点 去 掉 后 作为 分 子 ， 再 
在 1 的 后 面 加 上 0， 其 个 数 为 原 小 数 的 小 数 点 后 的 位 数 ， 以 此 做 分 母 就 
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行 了 。 例 如 
314. 2.35 
3. 14=100 0. 05=106 
然而 将 分 数 变 为 小 数 就 有 点 困难 了 。 


分 数 可 按照 分 子 二 分 母 那样 计算 ， 例 如 
3 oaa 

本 一 3 一 4 一 0. 75 

Do g 
q 0. 625 


问题 在 于 除 不 尽 时 怎么 办 。 如 


Hy 0. 666… 永 远 不 会 结束 。 
我 们 可 以 在 这 无 限 重复 的 数字 上 加 个 “。” 来 表示 ， 即 
0. 666… 一 0.6 


然而 在 有 些 情 况 下 ， 不 能 像 上 述 那样 把 分 数 写成 有 限 小 数 。 若 勉强 
来 写 的 话 ， 就 写成 0. 666…， 但 用 … 不 能 表示 6 到 底 继 续 到 多 少 。 


FE 0. 666… 这 样 按 6 重复 下 去 ， 但 其 他 数 如 何 呢 ! A A 


0. 3636…， 是 按 36 重复 ， 也 就 是 0. 36。 其 他 情况 也 一 样 ， 例 如 


8 + t 
3770. 216216216--=0. 216 
31 _ 0. 306930 69---=0. 3069 


从 这 几 个 实例 看 来 ， 似 乎 可 以 说 在 将 分 数 化 为 小 数 时 ， 必 定 从 某 个 
地 方 开 始 变 成 重复 了 。 要 证 明 这 一 点 是 比较 容易 的 。 


2.12 循环 小 数 和 分 数 | 41 


愿意 同 住 一 个 房间 才 行 。 这 就 是 所 说 的 “房间 分 配 ” 问 题 。 
这 不 仅仅 是 6. 才 有 的 问题 。 像 有 100 个 房间 的 现代 大 旅馆 若 来 了 
101 人 ， 也 是 必定 要 有 同 住房 间 的 。 


因此 ， 不 仅仅 是 地， 即使 是 一 般 的 分 数 ， 若 化 不 成 有 限 小 数 ， 就 一 
定 可 化 成 循环 小 数 。 其 循环 的 节 长 一 定 比分 母 的 数 要 小 。 


以 上 所 述 可 归纳 为 : | 
“把 分 数 化 为 小 数 时 ， 不 是 有 限 小 数 ， 就 是 无 限 循环 小 数 。” 


2.12 循环 小 数 和 分 数 


试 将 无 限 循环 小 数 化 为 分 数 。 例 如 ， 将 


0. 555.… 一 0.5 
化 为 分 数 ， 首 先 考 虑 一 下 0.555… 一 0. 111…X5。 也 就 是 看 作 是 最 简单 
的 0. 111… 的 5 倍 。 此 外 根据 


0. 111 
9) 1.9 





因此 
— se lye’ 
0. 555***=0.111-**X5 g x? 9 
A 0.373737. =0. 37 有 两 位 数字 的 循环 节 会 是 怎样 的 呢 ? 如 前 面 


所 述 ， 首 先 试探 一 下 最 简单 的 数 ， 这 就 是 0.010 101…。0. 373 737… 
是 0.010101 的 37 倍 。 再 考虑 除法 运算 
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ko 


就 可 知道 0.010 101.… 就 是 高 ， 即 


1 a: 
gg 0- 01010101 =0. 01 


所 以 
1 37 


0. 373737====0. 010 101+ X37=.X37= 2 


到 这 里 为 止 ， 就 会 明白 ， 有 更 多 数字 的 循环 节 也 是 同样 的 做 法 。 最 
简单 的 情况 是 以 999，9999，… 做 分 母 ， 即 有 


1 _ E 
ggg 001001001- =0. 001 


l 
9999 


=0. 000100010001 =0. 0001 
BXH, HRERAHNT 9 构成 的 数 做 分 母 ， 那 么 全 部 循环 小 数 
化 为 分 数 就 是 可 能 的 。 
从 某 一 处 为 末端 循环 的 小 数 也 是 同样 的 。 例 如 
24 ,0.73 
0. 2473=0. 2440. 0073= 05 Hoc 
61,736, 73 


25 100°°99 25 ' 9900 
这 样 做 ， 依 然 化 成 了 分 数 。 
由 此 可 知 ， 全 部 无 限 循环 小 数 都 能 化 为 分 数 。 因 此 对 分 数 进行 分 类 
时 ， 不 是 变 成 有 限 小 数 就 是 变 为 无 限 循环 小 数 ， 即 可 表示 为 
有 限 小 数 


分 数 无 限 循环 小 数 
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就 连 哺乳 动物 生活 在 陆地 上 这 件 事 也 有 反例 ， 那 就 是 有 不 在 陆地 上 
ARTE SL Hy, MI. 
由 于 前 面 所 述 的 分 数 不 是 有 限 小 数 就 是 无 限 循环 小 数 ， 所 以 无 限 非 


循环 小 数 不 能 化 为 分 数 。 不 能 写成 分 数 ， 即 不 能 写作 差 玫 的 数 叫做 无 理 


数 ，0. 10100100010… 就 是 无 理 数 的 一 个 例子 。 关 于 无 理 数 将 在 后 面食 
述 ， 在 这 里 仅 是 将 它 引出 。 

非 循环 的 无 限 小 数 ， 即 无 理 数 ， 与 有 限 小 数 、 无 限 循环 小 数 一 起 ， 
可 以 划 归 为 正 实数 的 范围 内 。 有 了 这 些 数 ， 就 能 把 全 部 的 长 度 、 全 部 的 
重量 、 全 部 的 时 间 这 些 连 续 量 ， 无 遗漏 地 表示 出 来 。 史 蒂 文 说 : “ 若 使 
用 这 些 数 ， 不 论 什么 数 都 能 写 出 来 …'…” 其 意义 是 正确 的 。 由 上 所 述 ， 
可 表示 为 


整数 
有 限 小 数 
EEE ng 


无 理 数 〈 无 限 非 循环 小 数 ) 


2.14 加 减 和 乘除 


当 乘 分 数 时 ，X 已 经 不 仅 是 十 的 重复 了 ， 实际 上 它 是 包含 了 二 的 
另外 的 算法 。 盖 分数 同样 是 包含 二 和 义 的 计算 ， 不 是 简单 的 减法 的 重 
复 。 

因为 分 数 X 分 数 、 分 数 二 分 数 原本 是 连续 量 X 连 续 量 、 连 续 量 二 连 
续 量 ， 所 以 必须 从 其 意义 来 考虑 。 这 里 如 将 连续 量 彼 此 施行 乘 和 除 ， 就 
会 产生 全 新 的 量 。 例 如 

KEXKE-AM 
长 度 和 面积 是 不 同 种 类 的 量 ， 是 不 能 比较 其 大 小 的 。5 厘米 和 3 PIE 
米 哪 个 大 ， 是 无 法 回答 的 。 这 个 问题 从 一 开始 就 是 无 意义 的 。 同 样 ，5 
厘米 十 3 平方 厘米 这 样 的 计算 也 是 无 意义 的 。 也 就 是 长 度 和 面积 不 可 能 
比较 大 小 ， 十 ， 一 计算 也 是 不 能 在 不 同 种 类 的 量 之 间 进 行 的 。 

长 度 二 时 间 一 速度 
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也 是 一 样 ， 长 度 和 速度 是 不 同 种 类 的 量 。 
也 就 是 X 和 二 是 具有 产生 新 的 量 的 运算 。 然 而 十， 一 却 不 是 这 
样 。 十 ， 一 只 在 相同 种 类 的 量 之 间 进 行 ， 其 结果 也 是 产生 同类 量 。 这 就 
是 X， 二 和 十 ， 一 之 间 存 在 的 差别 。 | 
1 1 


然而 在 数学 上 ， 使 用 的 是 1， 2, 3, ...s 2° 3? 2, … 这 样 无 单 


位 的 纯粹 的 数 ， 所 以 不 存在 量 的 种 类 问题 。 由 于 全 部 是 清一色 的 数 ， 所 
以 都 能 够 进行 十 ， 一 ，X ， 二 的 计算 。 但 是 ， 作 为 物理 学 家 所 使 用 的 具 
体 的 长 度 、 时 间 、 速 度 、 加 速度 、 质 量 等 ， 无 论 如 何在 问题 中 也 不 可 能 
不 考虑 量 的 种 类 。 

物理 学 家 从 各 种 量 中 选 出 了 3 种 量 作为 基础 ， 其 他 的 量 都 是 从 这 3 
种 量 中 用 X 和 二 产生 出 来 的 。 这 3 种 量 就 是 长 度 、 时 间 和 质量 。 这 就 好 
像 色 彩 中 的 三 种 原色 一 样 ， 把 这 3 种 量 用 X 和 二 组 合 起 来 ， 就 可 导出 全 
部 的 量 。 

AWEEHL (length), HAT (time)、 质 量 用 M (mas) 来 


表示 ， 则 由 于 速度 是 长 度 二 时 间 ， 就 可 以 表示 为 天 或 LT-: ， 由 于 加 速 


度 是 速度 二 时 间 ， 就 可 表示 为 LT 二 T= 二 LT“。 为 外 ， 由 于 密度 是 质 
> (KR, WME ML“. 

由 于 X， 二 和 十 ， 一 的 作用 不 同 ， 所 以 制订 了 一 项 运算 规则 。 这 就 
是 在 出 现 十 ， 一 ，X， 二 的 混合 计算 时 ， 先 做 X， 三 后 做 十 ， 一 计算 的 
规则 ， 即 先进 行 乘除 的 规则 。 其 理由 是 因为 先 做 X， 盖 后 做 十 ， 一 比 先 
做 十 ， 一 后 做 X ， 二 的 场合 要 多 。 Ä 

例如 某 人 从 自家 所 在 的 A 点 步行 到 车 站 B， 从 这 里 乘 火车 到 车 站 
C， 再 从 C 站 乘 出 租 汽 车 去 朋友 所 在 的 地 方 D〈 见 图 2-23). 





图 2-23 
大 此 时 以 1 小 时 5 和 于 米 的 步行 速度 走 了 15 分 钟 ， 火 车 的 时 速 为 40 
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TX, RIT 45 分 钟 ， 出 租 汽 车 时 速 为 50 FX, RT 1846, MER 
的 距离 是 多 少 ? 
15 


KA FB: xt 25 


M BBIC: 40x2=30 


从 C 到 DD: 50X=15 


KARAD: 1.25+30+15=46.25 (FÆ) 

看 一 下 这 个 计算 ， 可 知 X 在 先 ， 而 十 在 后 。 
下 面 再 来 求 五 边 形 的 面积 《〈 见 图 2-24)。 如 分 
成 三 角形 来 进行 计算 时 ， 则 有 

三 角形 ABE: 7X4+2=14 

三 角形 BCE. 8X5-+2=20 

三 角形 CDE; 8X3+2=12 

五 边 形 ABCDE: 14+20+12=46 (平方 米 ) 
这 个 计算 是 x， 二 在 先 ， 十 在 后 。 为 了 求 出 不 限于 五 边 形 的 多 边 形 面 
积 ， 可 首先 将 其 合理 地 分 成 三 角形 ， 然 后 再 求 其 面积 ， 而 求 三 角形 面积 


waa ma IE, ao, Kurt, -. 


以 上 两 个 例子 ， 不 过 是 从 众多 的 计算 中 挑选 出 来 的 ， 与 此 相同 的 计 
算 可 以 说 很 多 ， 这 是 有 事实 依据 的 。 

这 样 ， 综 合 这 些 事实 ， 就 得 到 了 使 x， 二 优先 于 十 ， 一 进行 的 计算 
规则 。 


、 15 45 18 
因此 上 面 的 计算 如 写作 5X E+ 40 X 450 X EM 


“都 是 正确 的 。 


最 浅显 的 例子 就 是 买 东西 。 例 如 10 日 元 1 支 的 铬 笔 买 8 支 ，2 日 元 
1 张 的 纸 买 30 张 ， 若 拿 出 2 张 100 日 元 的 纸币 问 应 找 回 多 少 钱 ? WHA 
如 下 : 

100 X 2—10 K 8—2 X 30=60 





1x4 8x5 


2 1 2 T 
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换 句 话说 ， 比 起 十 ， 一 来 ，X， 二 的 作用 更 强 。 因 此 ， 为 了 表示 
2X 3 为 强 的 结合 也 有 略 去 X 而 写作 2，3 的。 虽然 连 中 间 的 点 也 想 省 
略 ， 但 因为 若 写 成 23 易 与 “二 十 三 ” 相 混 ， 故 还 是 得 加 上 个 “。”， 
若是 文字 就 不 用 担心 了 ， 写 成 ab 就 表示 了 aX. 

4 9 不 用 说 ， 先 十 ,一 后 X， 二 的 情况 也 是 有 的 。 例 
3 如 为 求 图 2-25 所 示 长 方形 的 面积 ， 就 是 先 十 ， 一 后 
X, +. 3418419 RER, HESE 3 十 8X 
4 十 9， 执 行 先 乘除 的 规则 ， 就 成 了 二 3 十 32 十 9 二 44， 
这 就 不 对 了 ， 故 在 这 种 情况 下 一 定 要 使 用 括号 写成 (3 
十 8) X (4 十 9) 。 因 为 括 导 有 一 块 堆 的 意思 ， 当 然 应 首 
先 计 算 括 号 里 的 ， 如 下 式 所 示 : 

(3 十 8) X(4 十 9) 一 11X13 一 143 


8 


图 2-25 


2.15 数学 和 现实 世界 


通过 对 分 数 的 计算 ， 使 我 们 想到 什么 是 数学 ， 它 和 我 们 所 在 的 现实 
世界 有 何 联系 呢 ? 现在 来 讨论 一 下 这 个 问题 。 

有 人 说 数学 是 用 逻辑 演绎 的 学 问 ， 依 理 可 以 推导 。 如 果 将 它 与 生物 
学 、 化 学 、 物 理学 等 其 他 学 科比 较 的 话 ， 这 种 说 法 可 以 说 是 正确 的 。 确 
实 ， 数 学 在 所 有 的 科学 中 是 依靠 逻辑 推理 最 多 ， 而 依靠 实践 经 验 最 少 的 
学 问 。 不 过 ， 这 是 相对 而 言 的 ， 其 实数 学 并 不 是 仅 与 逻辑 有 关 ， 而 与 现 
KERK. 

当 确 定 分 数 的 Xx ， 二 规则 时 ， 我 们 想 出 了 

BB BE X a] = FB BS 

Hit X BC Et = 5 

长 X 宽 = 面积 


这 些 足 现实 中 的 支配 法 则 ， 为 使 这 些 法 则 不 仅 适 用 于 整数 ， 也 能 适用 于 
分 数 ， 故 确定 了 分 数 X 分 数 的 规则 〈 见 图 2-26)。 

正如 牛顿 所 注意 到 的 那样 ， 从 自然 数 的 乘法 规则 中 ， 仪 靠 推 理 是 导 
不 出 分 数 X 分 数 的 规则 的 。 


PI Bik Mid 


3.1 E 和 A 


到 目前 为 止 ， 读 者 也 许 已 经 注意 到 数 和 语言 之 间 具 有 一 些 明 显 的 相 
似 之 处 。 例 如 ， 用 正和 负 来 说 明正 数 和 负数 的 差异 就 利用 了 和 语言 的 相 
似 这 一 点 。 

在 语言 中 把 具有 正 反 意 思 的 一 对 词 称 作 反义词 ， 例 如 “上 ”和 
“下 ”、“ 右 ”和 “ 左 ”、“ 外 ”和 “内 ”等 。 

在 动词 中 作为 反义词 的 例子 有 “去 ”和 “ 归 ”、“ 出 ”和 “人 ”、 
“per FL R A R R, 

在 形容 词 中 也 有 “大 的 ”和 “小 的 ”、“ 新 的 ”和 “ 旧 的 ”、“ 美 丽 
WW” Al “FMA” SE, WR A. 

在 数 的 世界 中 当然 也 需要 反义词 ， 正 数 和 负数 即 正和 负 就 是 这 样 诈 
生 的 ， 可 以 说 就 是 数 的 反义词 。 

在 一 条 直线 上 所 谓 “ 向 右前 进 1 米 ” 和 “向 左前 进 1 米 ”， 是 互 为 
相反 的 动作 ,“ 赚 了 1 万 日 元 ”和 “ 赔 了 1 万 日 元 ”也 是 正好 相反 的 动 
作 。 在 这 种 情况 下 ， 同 是 1 米 ， 但 向 右前 进 1 米 和 向 左前 进 1 米 的 方向 
正 相 反 ; 同 是 1 万 日 元 , 赚 了 1 万 日 元 和 赔 了 1 万 日 元 则 过 然 不 同 。 为 
了 能 用 数 清 楚 地 表示 这 种 不 同 ， 就 必须 引 人 正 和 负 。 

车 将 向 右前 进 1 米 表 示 为 “ 正 1 米 ”， 则 向 左前 进 1 米 就 是 “ 负 1 
K”; 而 将 赚 了 1 万 日 元 表示 为 “ 正 1 万 日 元 ”， 则 赔 了 1 万 日 元 当然 就 
是 “ 负 1 万 日 元 ”。 | 

这 样 的 考虑 由 来 已 入， 青年 哲学 家 康德 (1724—1804) 就 曾 把 正和 
负 当 作 是 善 和 恶 、 爱 和 民 这 种 反义词 的 扩展 。 

在 成 为 哲学 家 以 前 ， 康 德 写 了 许多 自然 科学 论文 ， 其 中 包括 有 关 太 
阳 系 起 源 的 康德 。 拉 普 拉 斯 星云 学 说 的 著名 论文 。 作 为 青年 时 代 的 论文 
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3.3 ANAS 


数学 家 很 方便 地 把 这 种 新 的 数字 用 旧 的 数字 前 加 “一 ”号 来 表示 。 
例如 


—1, —2, —3, +, ==, —0.34, = 


但 在 这 里 应 当 注 意 ， 一 1]， — 2; … 并 不 是 减 去 1、 减 去 2 的 意思 。 
“ 减 ”是 动词 ， 表 示 一 种 运算 ， 而 这 里 的 “ 负 1”?，“ 负 2”，… 则 不 意味 
着 运算 ， 仅 表示 一 种 固定 的 数 。 

19 世纪 的 大 数学 家 柯 西 (1789—1857) 把 在 一 1， 一 2，… 这 样 的 数 
字 前 所 加 的 “一 ”号 ， 当 作 形 容 词 那样 来 称呼 。 

为 了 区 别 “ 负 ”是 形容 词 ， 而 不 是 “ 减 ”这 种 动词 ， 在 标注 时 ， 不 
打算 在 数字 前 加 负 号 〈 如 一 1， 一 2,…) ， 而 是 在 数字 上 面 加 负 号 〈 如 1， 
ee), 

与 新 的 数字 “ 负 1”，“ 负 2”，… 相 反 ， 将 旧 的 数字 1，2，3， 称 作 
“EI, “TE 2"，…， 为 了 清楚 起 见 ， 也 在 其 头 上 加 以 “十 ”号 ， 如 二 


十 


a 
同时 ，1 与 1，2 与 2，… 彼 此 为 相反 的 数 。 对 于 正 数 ， 当 不 必要 强 

调 它 不 是 负 时 ， 可 简写 作 1, Zs 33 … 就 行 。 

因此 ， 可 在 直线 上 将 正 数 和 负数 比较 如 下 ( 见 图 3- 4)。 





图 3-4 
从 0 往 右 是 正 数 的 领域 ， 从 0 往 左 是 负数 的 领域 ， 而 其 连接 处 就 是 
0。0 当然 既 非 正 数 也 非 负数 ， 属 于 第 三 种 数 。 
当 把 数 在 一 条 直线 上 来 比较 时 ， 可 按 牛 顿 的 定义 这 样 来 理解 ， 
“ 比 0 大 的 数 为 正 数 ， 比 0 小 的 数 为 负数 。” 
虽然 现在 还 有 人 对 于 在 原 有 的 数字 上 再 加 以 形容 词 “ 正 ”这 种 表示 
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不 满意 ， 但 类 似 的 情形 在 其 他 方面 存在 不 少 。 例 如 从 前 已 叫 惯 了 “机 
车 >， 然 而 电气 机 车 的 出 现 ， 就 把 老式 机 车 改称 为 燕 汽 机 车 ， 再 有 日 本 
人 以 前 称呼 的 “衣服 ”， 由 于 后 来 “西服 ”的 出 现 ， 也 改称 “和 服 ” 了 
不 妨 按 此 同 理 来 加 以 理解 。 

从 3 和 3 中 去 掉 十 ， 一 号 变 成 3， 叫 做 3 和 3 的 绝对 值 。 因 此 3 或 3 
也 可 以 认为 是 绝对 值 3 上 面 再 加 以 十 ， 一 号 而 成 。 


3.4 正和 负 的 加 法 


在 了 解 了 正 数 和 负数 的 名 称 和 意义 的 基础 上 ， 现 在 来 研究 其 计算 方 


法 。 先 考虑 加 法 。 为 此 把 …，3，2，1，0，]，2，3，-… 写 在 有 刻度 的 
直线 下 GLA 3-5). 





I 

l 

| 
o 
+ 
+ 
w+ 


| 图 3-5 

为 了 便于 了 解 正和 负 的 加 法 与 减法 运算 ， 我 们 从 7 世纪 时 印度 曾 使 
用 过 的 赚 与 赔 之 例 说 起 。 

如 果 赚 了 3 日 元 加 上 赚 了 5 Ha 就 变 成 赚 了 8 日 元 ， 写 成 算式 就 是 

3 十 5 一 8 

MET 5 CIAO 3 日 元 ， 利 下 的 就 是 赔 了 2 HE, M 

5 十 3 一 2 

Ra. WSS 日 无 再 加 上 赚 了 3 Ase, BRET 2 Ew, H 

5 十 3 一 2 

还 有 ， 赔 了 5 日 元 再 加 上 赔 了 3 日 元 ， 就 成 了 赔 8 日 元 了 ， 即 

5 十 3 一 8 


由 以 上 实例 ， 就 足以 得 出 正 数 和 负数 的 加 法 规则 ， 对 于 
3 十 5 一 
3 十 5 一 8 
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有 规则 : 
“ 同 符号 的 两 个 数 相 加 时 ， 将 绝对 值 相 加 ， 答 案 的 符号 同 前 。 
对 于 


则 有 规则 : 

“符号 不 同 的 两 个 数 相 加 时 ， 以 其 绝对 值 之 差 为 答案 的 大 小 ， 而 冠 
以 与 绝对 值 大 的 那个 数 相同 的 符号 。” 

这 里 通过 一 个 具体 实例 ， 导 出 了 正 、 负 加 法 运算 的 一 般 规则 。 对 
此 ， 也 许 会 有 人 提出 疑义 。 

绝对 值 相等 符号 相反 的 两 个 数 ， 即 相反 的 数 相 加 时 ， 则 互相 抵消 变 
为 0， 如 

2 十 ?一 0，5 十 5 一 0 

然而 ， 对 于 康德 所 举 的 苦 艾 的 例子 应 如 何 看 呢 ? 例如 吃 了 不 愉快 程 
度 为 5 的 苦 艾 之 后 ， 又 吃 了 愉快 〈 甜 ) 程度 为 5 的 糕点 ， 其 偷 快 、 不 从 
快 的 结果 如 何 呢 ? 由 式 

5 十 5 一 0 
知 答案 是 0， 如 果 按 康德 的 办 法 ， 这 就 意味 着 是 蒸馏 水 的 味道 了 。 但 实 
际 上 并 非 如 此 ， 苦 艾 十 糕点 一 蒸馏 水 这 样 的 等 式 绝 不 能 成 立 。 因 此 ， 康 
德 的 有 趣 的 设想 是 搞 得 过 早 了 一 点 。 像 这 样 用 数字 来 表示 对 食物 的 愉快 
与 不 偷 快 时 ， 如 果 仅 用 正和 负 来 考虑 ， 就 会 产生 错误 。 


3.5 减法 运算 


下 面 考 虑 减法 运算 。 

对 于 小 学 生来 说 ， 从 4 中 减 去 9， 是 不 会 算 的 。 然 而 懂得 便 款 或 垫 
付 的 人 都 知道 ，4 日 元 一 9 日 元 这 种 计算 是 有 的 。 其 答案 就 是 5 日 元 借 
款 。 这 样 的 话 ， 如 果 破 产 了 就 是 空 无 一 物 ， 也 许 有 人 会 以 4 一 9 一 0 这 样 
来 回答 了 吧 。 
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类 似 这 种 不 可 思议 的 说 法 ， 帕 斯 卡 在 有 名 的 《沉思 录 》 中 写 道 : 

“我 了 解 不 理解 从 0 减 去 4 等 于 0 的 那些 人 。” 
他 的 意思 就 是 

0—4=0 
虽 语 出 惊人 ， 却 并 无 道理 。 因 为 负 的 计算 方法 早 在 他 以 前 几 百 年 就 已 经 
使 用 了 。 这 句 话 可 能 是 写 错 了 或 者 误 传 。 

正确 的 回答 应 当 是 

0 一 4 二 4 

赚 和 赔 的 事例 也 可 用 于 减法 运算 。 减 去 赚 了 3 日 元 就 等 于 加 上 赔 了 
3 日 元 : 


3 一 十 3 
同 理 ， 减 去 赔 了 3 日 元 等 于 加 上 赚 了 3 日 元 : 
.3 一 .十 3 


总 之 ， 正 负数 的 减法 运算 ， 就 是 改变 符号 后 的 数 〈 即 相反 数 ) 的 加 法 运 
算 。 而 加 法 运算 的 计算 方法 已 如 前 述 ， 是 众所周知 的 。 

应 当 记 住 “ 减 去 负数 就 等 于 加 上 正 数 ”， 借 债 没 有 了 ， 财 产 也 就 相 
应 地 增值 了 。 

玩 扑 克 牌 的 人 都 知道 在 以 “2。10。J?” 为 最 高 分 数 的 一 种 玩法 中 ， 


扔 掉 相 当 于 10 的 黑 桃 2， 就 可 得 10 分 ， 即 变 成 了 10: 


...— 10= eae +10 
3.6 司 汤 达 的 疑问 


将 正 、 代 用 于 表示 财产 和 债 金 的 借 出 和 借入 是 适当 的 。 这 种 方法 从 
7 所 纪 时 的 印度 到 欧 拉 (1707—1783 一 直 沿 用 着 。 确 实 ， 它 适用 于 加 
BETA, 然而 在 乘除 的 情况 下 就 不 成 立 了 。 印 度 的 巴 斯 卡拉 (12 世 
纪 ) 这 样 说 道 : 

“财产 和 财产 的 积 ， 俩 金 和 债 金 的 积 均 为 财产 ， 财 产 和 债 金 的 积 则 
是 债 金 。 
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得 到 2 张 5 分 的 牌 ， 得 分 为 5X2， 一 般 公 式 可 写 为 
(一 张 牌 的 分 数 ) X ( 抓 得 的 张 数 ) 二 得 分 
此 式 在 扔 牌 时 也 适用 ， 这 时 的 乘法 规则 如 下 例 所 示 。 


扔 2 张 5 分 的 牌 ， 相当 于 抓 ? 张 。 得 分 为 5X2， 即 得 到 10 分 ， 可 写 
为 

5X2=10 
如 果 抓 了 2 张 5 分 的 牌 ， 也 相当 得 分 为 10， 写成 

5x2=10 

还 有 使 司 汤 达 困惑 的 问题 是 负 X 负 的 情形 ， 即 扔 2 张 5 分 的 牌 ， 相 
当 于 抓 2 张 ， 变 成 5X2， 也 就 是 得 分 为 10， 可 写 为 


- - 4 
oXZ=10 

以 上 四 种 情形 可 概括 如 下 : 
Pauco E 一 + 一 
9X2=10 o Xx2=10 
+ 一 = - + 
sXx2=10 5x2=]10 


通过 这 个 例子 ， 可 以 推导 出 下 列 正 负数 的 乘法 规则 ， 
(1) 将 绝对 值 相 乘 , 

(2) 十 与 十 、 一 与 一 的 数 相 乘 时 ， 此 绝对 值 的 积 为 十 。 

(3) 一 与 十 、 十 与 一 的 数 相 乘 时 ， 此 绝对 值 的 积 为 一 

换 句 话说 ， 某 数 X 正 数 时 ， 如 5X2=10，5X2 一 10， 显 而 易 见 得 


ED 的 符号 不 变 ; 反之 ， 某 数 X 负 数 时 ， 如 5X2 一 10，5X2 一 10， 
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得 数 的 符号 改变 。 
值得 注意 的 是 某 数 乘 1 这 种 特例 。 例 如 
5X1=5, 5X1=5 
可 知 得 数 绝对 值 不 变 ， 仅 改变 符号 ， 即 某 数 乘 1 后 就 变 成 与 其 相反 的 
数 。 换 句 话说 ， 乘 以 1， 就 相当 于 直线 绕 0 点 旋转 了 180° (LA 3- ?7)。 





4321 





3.8 与 实际 的 联系 


以 上 虽 是 给 出 了 司 汤 达 少年 时 代 的 疑问 的 一 个 解答 ， 但 也 还 留 有 疑 
问 。 的 确 ， 对 于 数 扑 殉 牌 的 得 分 来 说 ， 这 也 许 是 方便 的 。 然 而 ， 果 真 就 
能 把 它 当 作 代数 学 的 基础 吗 ? 

因为 数 扑 殉 脾 的 得 分 仅仅 是 一 种 手段 ， 由 此 就 推出 正 负 数 的 计算 规 
WAR GAT TUT 不 过 ， 这 仅仅 是 为 了 说 明 而 引出 的 一 个 例证 ， 实 
际 上 还 有 其 他 许多 事实 能 够 说 明 。 | 

在 400 多 年 前 ， 曾 进行 过 关于 这 种 正 负 数 乘法 规则 的 争论 。 当时 有 
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名 的 数学 家 卡尔 达 诺 主张 “ 贷 X 负 二 正 ” 的 这 个 规则 是 错 的 。 对 此 ， 当 
时 罗马 的 数学 教授 克拉 维 思 (1537—1612) 说 道 : 

“可 以 不 必 证 明正 负数 的 乘法 规则 了 。 因 为 之 所 以 不 能 理解 这 个 规 
则 ， 是 由 于 人 们 精神 上 的 贫乏 。 然 而 这 个 乘法 计算 规则 是 正确 无 疑 的 ， 
因为 它 已 被 无 数 的 事实 所 证 明了 。” 

400 多 年 前 克拉 维 思 的 观点 今天 仍然 正确 。 正 负数 的 乘法 规则 不 是 
用 逻辑 推理 从 其 他 规则 推导 出 来 的 。 它 像 分 数 乘法 运算 规则 一 样 ， 是 从 
无 数 实例 中 总 结 出 来 的 。 以 后 虽然 数学 又 取得 了 惊人 的 进步 ， 但 这 种 乘 
法 运算 的 规则 并 无 必要 改变 。 

例如 ， 两 个 电荷 间 产 生 作 用 力 ， 正 电荷 相互 间或 负电 荷 相 互 间 产 生 
RA; 而 正 电 荷 与 人 负电 荷 相互 间 产生 吸力 。 这 个 定律 是 由 物理 学 家 库仑 
(1736—1806) 发 现 的 ， 他 在 1785 年 把 这 种 力 下 表达 为 


F=—; 


式 中 7 为 两 电荷 间 的 距离 ，e 与 e 为 电荷 所 带 的 电量 ， 正 电荷 时 为 
+, ABRA]. FARINA, RAHA. He CF 的 符 
号 关系 用 表 3-1 表示。 | 





表 3-1 





+ H) 





以 上 四 种 情况 之 所 以 可 用 下 一 一 二 一 个 式 子 来 表示 ， 就 是 因为 有 这 


样 一 个 正 负数 乘法 运算 的 规则 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 几 百年 前 所 确定 的 
这 种 乘法 运算 规则 乃 是 为 几 百 年 后 发 现 电 荷 作用 力 的 法 则 奠定 了 基础 。 
通过 这 个 例子 可 以 知道 ， 整 理 已 经 得 到 的 各 种 事实 本 身 并 不 就 是 数 
学 的 任务 。 有 时 ， 在 数学 中 先 有 茶 一 法 则 的 模型 ， 而 后 才 发 现 有 相同 模 
型 的 许多 具体 事实 。 
也 就 是 说 ， 通 常数 学 是 走 在 现实 前 面 的 。 
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3.9 FENDER 


现在 考虑 乘法 的 反 运 算 一 一 除法 运算 。 可 以 直接 从 乘法 运算 规则 中 
找 出 除法 运算 规则 。 


因 5x2=10 故 10 二 2 一 5 下 二 下 二 下 
因 5x2=10 故 10-2=5 负 二 负 一 正 
因 5X2=10 故 10=2=5 ArE-M 
因 5X2=10 故 1072=5 正二 负 一 负 


总 之 ， 与 乘法 相同 ， 被 正 数 除 ， 符号 不 变 ， 被 负数 除 ， 符号 改变 。 
因为 在 正 数 的 领域 中 ，… 垃 2 相当 于 X 二， 推广 到 正 负数 当中 ， 也 


可 将 二 2 当 作 X 志 。 如 将 亏 叫 做 的 倒数 ， 则 被 某 数 除 就 相当 于 被 此 数 
的 倒数 来 乘 ， 这 和 减 去 某 数 相当 于 加 上 一 个 与 此 相反 的 数 同 理 ， 


一 2 一 … 十 2 

ed 

we == X > 
可 见 除法 的 规则 也 与 现实 相符 。 


以 上 是 正 负 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 的 全 部 定义 ， 除 了 唯一 不 
能 被 0 除 之 外 ， 可 任意 进行 这 四 种 运算 。 如 仅 在 正 数 范围 内 ， 减 法 就 不 
能 任意 进行 了 ， 例 如 2 一 5 的 答 数 就 超出 了 正 数 范围 ， 只 有 在 引入 了 负 


数 的 概念 之 后 ， 像 3 这 种 答案 才 开 始 存在 。 
把 正 负 整数 和 分 数 叫 做 有 理 数 ， 在 有 理 数 领域 中 加 、 减 、 乘 、 除 可 
无 限制 进行 ， 这 样 所 得 到 的 数 的 集合 ， 在 现代 数学 上 叫做 域 。 
趁 着 给 加 、 减 、 乘 、 除 的 四 则 运算 以 定义 之 机 ， 再 按 一 般 习惯 修正 
一 下 正 负 的 符号 ， 即 把 在 数 的 头 上 写 十 、 一 改 为 在 其 前 面 写 以 十 、 一 。 
例如 


十 
3 一 十 3 
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和 。 
然而 偷懒 的 数学 家 连 把 
9 一 5 十 4 一 3 
改写 成 (十 9) 十 (一 5) 十 (十 4) 十 (一 3) 也 不 干 ， 就 是 说 不 打算 写 数字 间作 
为 动词 用 的 十 或 一 ， 而 仅 考 虑 作为 形容 词 用 的 正和 负 ， 省 略 其 间 的 十 
号 ， 即 

(+9) + (5) e (44) «+ (3) 

有 人 说 把 减 改 说 成 加 ， 这 不 是 单纯 玩 语言 游戏 吗 ? 在 拿破仑 的 字 — 典 
里 是 找 不 到 “不 可 能 ”这 个 词 的 ， 同 样 在 日 本 旧 军 队 的 字典 中 ， 也 没有 
“退却 ”一 词 。 其 实 它 是 被 发 明 的 新 词 “ 转 进 ” 代 震 了 。 然 而 ， 使 用 负 
号 ， 就 可 将 “退却 100 米 ” 变 为 “前 进 负 100 KK”, Ein, MFHT 
的 商人 ， 说 “ 赔 了 10 万 日 元 ”可 代言 为 “ 赚 了 负 10 万 日 元 ”。 

但 是 数学 家 并 不 是 由 于 所 谓 喜 欢 简单 ， 而 是 由 于 其 他 原因 才 把 “ 减 
去 正 5” 改 称 为 “加 上 负 5” 的 。 
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4.1 代名词 的 算术 


从 1 工 根木 棒 、1 个 橘子 、1 张 纸 等 有 共同 点 的 东西 中 ， 可 以 提出 数 
字 1 来 。 同 样 ， 从 2 根木 棒 、2 个 橘子 、2 张 纸 …… 中 可 以 抽象 出 2 来 
( 见 图 4-1)。 


e > e 


S OL Hol] M S&D- 


图 4-1 
这 样 就 可 以 得 出 所 谓 1，2，3，… 自 然 数 的 数列 。 
这 与 从 樱花 、 茧 蕉 花 、 郁 金 香 花 等 花 中 抽出 “ 花 ” 这 个 名 词 的 道理 
是 一 样 的 。“ 叶 ”这 个 名 词 也 是 从 机 花 叶 、 蓄 蕉 叶 、 郁 金 香 叶 …… 的 叶 
中 抽象 出 来 的 〈 见 图 4-2) 。 


图 4-2 
“ 花 ”、“ 叶 ”等 名 词 的 诞生 ， 标 志 着 语言 前 进 了 一 大 步 。 然 而 ， 人 
类 的 抽象 能 力 并 未 就 此 止步 。 进 而 ,又 将 花 、 叶 、 蔡 以 及 狗 、 猫 等 一 切 
都 包括 于 所 谓 “ 这 个 ”的 代名词 之 中 ， 即 “这 个 ”就 是 花 或 叶 或 狗 或 猫 
等 一 切 的 代表 COLA 4-3). 
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S=ab=2 + 5=10 
即 SF 10 平方 厘米 。 

这 就 是 在 代表 一 般 数 的 文字 中 代入 特殊 的 数 ， 即 代入 特殊 化 的 东 
A. MF S=ab, U a=2, b=5 代 人 ， 就 得 到 S= 二 10。 在 托马斯 .。 英 尔 
的 《乌托邦 》 一 书 中 说 ， 乌 托 邦 的 居民 们 的 抽象 思考 力 相 当 低 ， 例 如 不 
能 想象 出 “一 般 人 ”的 概念 。 虽 然 他 们 都 具有 一 定 程度 的 算术 或 几何 知 
识 ， 然 而 也 许 乌 托 邦 的 居民 们 不 了 解 代数 学 吧 ， 因 为 在 代数 中 就 有 与 
“一 般 人 ”类 似 的 “一 般 数 ”。 


4.2 代数 的 文法 。 ERE 


如 果 按 牛顿 所 言 ， 把 代数 作为 特别 的 语言 ， 那 么 它 当 然 也 具有 某 种 
文法 。 然 而 ， 任 何 一 种 语言 的 文法 起 码 要 有 一 本 书 ， 而 代数 这 种 语言 的 
文法 则 很 简单 ， 有 一 页 就 够 了。 世间 由 于 掌握 文法 是 相当 麻烦 的 事 ， 因 
而 在 学 习 外 语 的 过 程 中 ， 半 途 而 退 的 人 不 少 。 但 对 于 代数 则 不 然 ， 也 许 
就 是 因为 其 文法 简单 。 

在 文法 中 经 常会 碰 到 加 法 的 交换 律 ， 即 两 个 数 a, b 相 加 时 ， 加 的 
顺序 可 以 变更 ， 而 结果 相同 。 

例如 3 十 2 5 2 十 3 的 结果 同样 是 5， 故 3 十 2 一 2 十 3。 

对 于 4 与 3、5 与 6 也 是 一 样 ， 

4 十 3 一 3 十 4 

5 十 6 一 6 十 5 


这 样 的 式 子 可 写 出 无 数 个 ， 在 使 用 文字 的 代数 中 ， 可 用 一 个 式 子 将 它们 
表示 出 来 ， 即 

arb=b+a 
同样 ， 这 对 于 乘法 也 适用 ， 即 两 个 数 相 乘 的 顺序 变更 时 答案 相同 

ab= ba 
这 就 是 乘法 的 交换 律 。 

这 样 的 事 钨 怕 不 少 人 在 当 小 学 生 时 就 已 经 知道 了 。 然 而 稍微 从 别 的 
角度 再 来 考虑 一 下 交换 的 规律 ， 就 未 必 都 是 想当然 的 事情 。 
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这 就 是 不 要 从 数 的 角度 来 看 2 或 3， 而 是 从 加 2 或 3， 即 从 运算 (或 
者 操作 ) 角度 上 来 考虑 。 即 以 … 十 2 代替 2，… 十 3 代替 3 来 考虑 。 这 样 
一 来 ，2 十 3 就 相当 于 … 十 2 之 后 再 进行 … 十 3。 换 名 话说， 联系 着 2 和 3 
之 间 的 十 号 意味 着 连续 进行 两 次 运算 。 因 此 ， 对 于 3 十 2 二 2 十 3 这 个 式 
子 ， 即 使 … 十 2 和 … 十 3 这 两 种 运算 的 顺序 改变 ， 结 果 也 不 会 变化 ， 这 
就 是 交换 律 的 意思 。 

然而 两 种 操作 顺序 的 改变 并 非 都 是 没有 限制 的 。 例 如 开 金 库 的 锁 
Hf, BA MERA 25” 再 “向 右 转 到 63” 这 种 操作 顺序 ， 但 如 果 弄 
错 了 ， 先 “向 右 转 到 63” E “MARA 25” 的 话 ， 金 库 就 打 不 开 了 。 
也 就 是 说 ， 这 样 的 两 种 操作 是 不 能 交换 的 。 

再 如 服药 有 指定 “ 饭 前 ”或 “ 饭 后 ” 服 的 情况 ， 这 里 有 “服药 ”的 
操作 和 “吃饭 ”的 操作 ， 这 两 种 操作 也 是 不 能 交换 的 。 虽 然 对 于 一 般 的 
操作 其 顺序 是 不 能 交换 的 ， 但 对 加 法 和 乘法 运算 则 服从 交换 律 ， 即 有 

atb=b+a, ab=ba 

在 数学 上 提出 来 把 它 当 作 运 算 GED 来 考虑 的 是 20 岁 就 死 了 的 
Me 〈1811 一 1832) 。 他 提出 的 运算 理论 叫做 群 论 ， 是 现代 数学 的 重 
要 原理 之 一 。 
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从 操作 的 角度 来 看 ， 结 合 律 也 是 成 立 的 。 
例如 考虑 三 级 跳远 的 情形 ， 它 有 下 列 三 种 操作 ， 分 别 以 a，6，c 表 


a 二 单 脚 跳 

b= iE 

c= DUNE 
如 图 4-6 的 胶片 所 示 。 因 为 是 连续 的 反映 ， 故 三 级 跳远 成 了 连续 的 运 
动 。 总 之 ， 是 按 a 一 bc 的 顺序 进行 的 。 

现在 设想 一 下 这 套 连 续 的 胶片 中 途 情况 如 何 ? 

首先 在 与 c 附近 切 开 成 为 (ab)c， 或 是 在 a 与 6 附近 切 开 变 成 
a(bc)( 见 图 4-7). 
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(ab)c a(be) a 
图 4-7 

由 于 这 两 种 情况 的 结果 是 相同 的 ， 故 有 
Cab)e=albe) ， 这 种 规则 对 于 任何 操作 都 成 立 ， 
此 规则 就 叫做 结合 律 。 

当然 它 对 于 … 十 a 或 … Xa 这 样 的 运算 也 是 
适用 的 ， 可 表示 为 

(a+ b)+c=a + bto) 

(axXb)Xc=aX (bXc) 
第 一 个 式 子 表示 加 法 运算 的 结合 律 ， 第 二 式 则 
表示 乘法 运算 的 结合 律 。 

这 样 说 来 ， 理 解 结合 律 似乎 也 不 容易 ， 然 
而 我 们 在 无 意 中 已 经 不 断 地 使 用 着 这 条 规律 了 。 
例如 ， 为 了 计算 7 二 8， 可 先 考虑 7 十 几 等 于 10， 


u u E22 a. E58 8-2 BO DB 5 RB 0 35 


知道 是 3 之 后 ， 再 把 8 分 成 3 十 5 来 计算 ， 在 头 
脑 中 可 以 列 出 下 列 算式 : 
7 十 8 一 7 十 (3 十 5) 一 (7 十 3) 十 5 一 10 十 5 
=15 


在 这 个 计算 过 程 中 的 7 十 (3 十 5) 一 (7 十 3) 十 5，“ 
whe A HR 

再 如 计算 6X80， 人 也 可 按 6XX80 王 6X(8X 
10) = (6X8) x 10= 48X10= 480 来 算 ， 其 中 
6X (8X10)= (6X8) XI10 就 是 使 用 乘法 结合 
律 的 例子 。 
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44 分 配 @ 


有 人 在 文具 店 里 给 他 的 3 个 孩子 买 了 3 本 笔记 本 、3 支 铅笔 ， 一 本 
笔记 本 40 日 元 ， 一 支 铅笔 10 日 元 。 若 问 共 花 了 多 少 钱 ， 则 有 两 种 算 
法 。 这 就 是 分 别 计算 笔记 本 和 铅笔 的 费用 的 方法 ， 以 及 按 人 来 计算 的 方 
法 。 按 第 一 种 算法 : 

笔记 本 10x3=120 

A 笔 10X3=30 

& ++ 120+30=150 
用 一 个 式 子 来 表示 可 写 为 

40X3 十 10X3 一 150 

按 第 二 种 算法 ; 

每 人 的 费用 40+10=50 

3 人 的 费用 合计 50xX3=150 
用 一 个 算式 来 表示 : 

(40+10) X 3=150 
结果 (40 十 10) Xx 3 =40 X3 十 10 Xx 3 一 般 写 作 

(atb)Xc=aXc+tbXc 
省 略 X 号， 以 代数 的 写法 表示 : 

(atb)c=ac+t bc 
这 就 是 表示 十 和 XX 之 间 关 系 的 分 配 律 。 分 配 律 在 各 种 问题 中 发 挥 着 作 
A. | 

例如 ， 从 前 有 所 谓 旅 行者 的 问题 。 两 个 旅行 者 从 同一 地 点 、 同 时 向 
相反 方向 出 发 ,分 别 按 每 小 时 5 千 米 和 4 千 米 的 速度 走 了 3 小 时 ， 问 相 
PRA we (MA 4-8)? 
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解决 这 个 问题 ， 有 两 种 方法 。 一 种 是 分 别 计算 各 人 所 走 的 距离 ， 然 
后 再 加 起 来 的 方法 。 即 

5x3+4xX3=15+12=27 

另 一 种 方法 则 是 将 二 人 的 速度 加 起 来 ， 得 出 1 小 时 后 的 距离 ， 再 将 
其 3 倍 起 来 ， 即 

(5 十 4)X3 一 9X3 一 27 

两 种 方法 的 答案 当然 都 应 是 27 千 米 。 可 是 如 果 把 这 个 问题 改变 一 
下 ， 即 先知 道 了 27 千 米 距离 再 去 求 时 间 的 话 ， 话 就 不 能 这 么 说 了 。 即 
问题 为 

“两 个 旅行 者 从 相距 27 千 米 的 两 个 地 点 出 发 ， 同 时 向 对 方 走 来 ， 车 
速度 分 别 为 每 小 时 5 于 米 和 4 和 于 米 ， 问 多 长 时 间 后 两 个 人 会 合 ?” CH 
图 4-9.) 


站 
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won 


"a. 
"r 
了 
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图 4-9 
这 个 问题 就 不 能 用 分 别 计算 的 第 一 种 方法 来 解决 了 ， 必 须 用 把 1 小 
时 所 走 的 距离 加 起 来 的 第 二 种 方法 ， 即 
27 (5474) =27 + 9 =3 
这 里 即使 不 了 解 列 出 5 十 4 的 根 底 ， 实 际 上 也 是 利用 了 分 配 律 的 。 
将 以 上 所 述 数 的 “文法 ”汇总 起 来 ， 可 列表 〈 见 表 4-1) 表示 如 


表 4-1 
加 ”法 k 法 


结合 律 (a 十 从 十 c 二 a 十 (8 十 必 ) (ab)c = albe) 


分 配 律 Cathe = ac + be 
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4.5 方 程 


公式 S=ab R (ato)? = é +2adb +6 都 是 恒等式 。 式 中 的 文字 表 
示 一 般 的 数 ， 相 当 于 代名词 中 的 “这 个 ”或 “那个 ”这 样 的 指示 代 名 
词 。 

然而 ， 代 数学 的 任务 并 不 仅仅 在 于 研究 公式 或 恒等式 ， 更 重要 的 还 
在 于 研究 方程 。 波 斯 的 大 诗人 兼 数 学 家 奥马 。 海 亚 姆 CH 1040—1123) 
曾 说 过 : 

“代数 学 的 任务 就 是 解 方程 。” 
今天 看 来 这 话 并 不 完全 准确 。 因 为 今天 的 代数 学 者 除了 解 方程 之 外 ， 还 
有 许多 其 他 任务 。 然 而 ， 解 方程 作为 代数 学 的 重要 任务 之 一 则 是 不 会 错 
的 。 

如 果 把 恒等式 当成 叙述 句 ， 则 方程 就 好 比 疑问 句 。 例 如 : 

“5 的 2 倍加 3 等 于 13。” 
相当 于 叙述 名 ， 可 书写 为 

2xX3+3=13 
现 把 式 中 的 5 隐藏 起 来 ， 变 成 : 

“什么 数 的 2 倍加 3 等 于 137” 
这 种 疑问 句 就 相当 于 方程 。 如 将 “什么 数 ” 用 xz 来 表示 则 有 

2x+3=13 

若 将 此 式 附 以 ?号 ， 写 成 22+3=13 就 更 清楚 了 。 在 这 里 因为 “ 什 
么 数 ” 系 未 知 数 ， 故 用 四 来 表示 也 行 ， 用 a，5，c，… 之 中 任何 一 个 来 
表示 也 可 以 。 方程 的 缘起 可 以 迫 滴 到 古 埃及 时 ， 4 e A i 
( 纸 ) 上 曾 写 有 如 图 4- 10 所 示 的 一 列 象 形 文字 。 


URN. o Rs RI ae 


Iti = 


图 4-10 
翻译 成 现在 的 式 子 就 是 
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2 1 1 5 
sly +,+r7+rD-33 


埃及 人 把 未 知 数 叫做 “梅花 ”， 写 成 锡 县 BRM, HMA x 
复杂 多 了 。 现 在 普遍 使 用 的 z 是 由 笛 卡 儿 首 先 开始 的 ， 这 是 因为 在 罗 
马 字 母 表 中 的 +， 在 法 语 中 也 和 多用， 因此 印刷 厂 中 zz 的 活字 也 很 多 的 
缘故 。 

现在 来 看 在 天 平 上 用 砖 码 称 苹果 的 情形 CLA 4-11). 


opr Sm 


图 4-11 

当天 平平 衡 时 ， 设 每 个 夸 码 的 重量 为 100 克 ， 问 1 SERA SH? 
如 果 用 式 子 来 表示 ， 设 1 个 苹果 的 重量 为 z， 则 有 

3x+100=x+500 
我 们 的 目的 是 求 z= 二 -…。 由 于 等 式 两 边 均 有 c, ATA, ABN 
集中 于 一 边 。 为 此 可 将 右边 的 苹果 拿 走 ， 但 这 样 一 来 ， 天 平 就 不 平衡 
了 ， 即 式 子 的 等 号 就 不 成 立 了 。 为 保持 平衡 ， 应 再 拿 走 左 边 的 一 个 苹果 
( 见 图 4-12) 。 这 样 还 不 够 ， 因 为 左边 还 有 一 个 夸 码 (AE 4-13). 


图 4-12 


图 4-13 


为 了 能 拿 掉 这 个 硅 码 ， 现 从 左 、 右 两 边 各 取 走 一 个 夸 码 ， 绪 有 果 就 如 
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A 


图 4-14 
为 了 使 左边 仅 有 1 个 草 果 ， 可 将 天 平 两 边 分 成 2 等 份 ， 得 到 图 4-15 


Bit a Ba FR 


图 4-15 


Al 4-14 所 示 。 


可 将 以 上 步骤 写 出 ， 如 表 4-2 所 示 。 
表 4-2 


3x+100=x+500 pk 
3x+100—x=x—1x+500 

3x+100—x=500 

2x+100=500 

2x+100—100=500—100 

21=400 

¿=200 SO 


在 这 里 从 
32+100=x+500 
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3Zz 十 100 一 工 一 工 一 工 十 500 
31x+100—x=500 
WAST, 方程 右边 的 sc, AER ROBA, 总 之 将 这 一 事 
实 作 一 般 化 的 表示 ， 就 可 得 出 下 述 规则 来 : | 
“将 方程 一 边 的 某 一 项 改变 符号 ， 就 可 将 其 移 到 另 一 边 去 。 


4.6 代数 的 语源 


这 叫做 移 项 。 移 项 是 方程 变换 中 最 重要 的 规律 。 在 复式 短 记 中 把 自 
己 的 借款 项 写 在 对 方 的 贷款 项 名 下 ， 等 式 也 总 是 成 立 的 。 这 与 方程 的 情 
况 很 相似 。 阿 拉 伯 的 数学 家 阿尔 ， 科 瓦 利兹 米 “ 约 780—850) 把 移 项 叫 
做 代数 〈al-jabr) ， 因 此 这 个 “aljabr” 就 是 定义 了 代数 学 〈algebra) 的 
AR. 
换 句 话说 ,“ 代 数学 ” 即 所 谓 “ 移 项 术 ”。 与 移 项 相对 的 是 约 同类 项 
(al-muqabalah) ， 例 如 以 上 计算 过 程 中 把 3x 一 z 整理 成 2z NER, HE 
所 谓 “ 约 同类 项 *。12 世纪 写成 的 波斯 的 四 行 诗 中 说 ， 

消去 负 的 项 ， 

把 它 添 到 等 式 的 吨 一 边 ， 称 作 移 项 ， 

整理 同类 项 ， 

这 叫做 约 同 类 项 。 

把 负 的 项 移 到 另 一 边 ， 将 其 复原 ， 之 所 以 叫 代 数 (al-jabr)， 是 因为 
这 个 词 是 由 摩尔 人 传人 西班牙 的 ， 其 本 意 为 “复原 "。 并 且 管 代数 学 者 
Calgebrista) U “GEA”, FA “RARE” HER. 

当然 ， 代 数学 者 与 接骨 医生 是 完全 不 同 的 两 种 人 ， 然 而 其 名 称 的 语 
W Al Jel A. 


47 € 8 $ 
RAFA BRE. An: “MATE 10 只 ， 共 有 28 


AB, HESBAHSIN? 
仔细 想 想 就 知道 ， 这 是 一 种 空想 的 问题 。 因 为 龟 与 乱 是 完全 不 同 的 
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因此 ， 应 当 寻 求 更 好 的 解决 方法 。 稍 微 注 意 一 下 表 中 所 列 腿 数 可 
知 ， 它 是 每 次 递增 2 只 的 。 这 是 因为 每 次 是 以 4 条 腿 的 龟 来 替换 2 AM 
的 瞧 的 缘故 。 注 意 到 这 一 点 ， 很 快 就 会 得 出 解决 的 办 法 ，。 

10 RS. 0 RARA 20 条 腿 ， 由 此 要 变 成 28 条 腿 就 必须 增加 8 条 
腿 。 据 此 8 二 2 一 4， 即 应 将 4 RRM, SUA Re: 

全 部 按 锥 考虑 时  2X10=20 


28—20=8 
8+ (4-2 =4 
10—4=6 ++... BE 


Oy 


: HOR, MAR, 
用 这 种 算法 ， 即 使 对 合计 1000 A, BE 2860 条 的 计算 题 也 好 解决 : 
若 全 部 考虑 成 鹤 时 2X1000=2000 
与 实际 腿 数 之 差 2860 一 2000 一 860 
BERNA 860 + (4 — 2) =430 
‘a 1000 —430=570 
: #570 R, 430 只。 
由 此 可 见 ， 这 样 算 的 话 并 不 需要 列 出 长 表 。 
然而 ,“ 全 部 按 锥 考虑 ”这 种 方法 对 于 小 学 生来 说 接受 起 来 有 些 困难 。 
老师 们 真是 没 少 为 此 煞费苦心， 例如 想 出 了 “把 龟 的 前 腿 缩 进去 ”这 种 说 
法 来 代替 把 包 变 成 稚 。 因 为 孩子 们 对 于 龟 暂 时 把 前 腿 缩 进去 是 好 接受 的 。 
不 管 怎么 说 ， 从 前 的 这 种 龟 扒 算 仍 属 一 种 较 困难 的 计算 题 。 


OF 


4.8 一 次 方程 
然而 这 种 从 前 的 龟 鹤 算 的 难题 ， 若 用 代数 方程 这 种 新 式 武器 来 解 


决 ， 就 方便 多 了 。 

汤 川 秀 树 博士 在 回顾 中 学 时 代 时 ， 这 样 说 过 〈 见 《旅人 》) 

4...… 也 爱好 代数 。 在 小 学 的 算术 中 ， 像 龟 稚 算 这 种 题目 没有 巧妙 
的 办 法 是 解答 不 出 的 ， 但 要 是 用 代数 来 算 ， 只 要 把 未 知 数 写作 爱 克 思 
(x)， 按 部 就 班 地 去 算 ， 就 不 会 有 什么 困难 。” 

AR BORKEN? 
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首先 设 包 数 为 z， 则 稚 数 就 是 10 一 z+， 稚 的 腿 数 应 为 2(10 一 xz)， 旬 
的 腿 数 为 4z， 则 腿 数 合 计 为 2(10 一 0) 十 4z， 此 数 应 等 于 28， 故 有 
2(10—- zx) +42 =28 
这 就 是 把 以 普通 文字 表述 的 问题 用 数学 语言 来 表达 了 。 
列 出 此 方程 后 ， 再 进行 移 项 以 及 两 边 约 去 同类 项 ， 就 得 出 了 管 案 : 
2xX10—2x+4x=28 
(4— 2) =28 — 20 
2x2=8 
x=4 


由 上 可 见 ， 这 里 出 现 的 28720 与 以 前 相同 ， 把 它 用 4 一 2 RRES 


以 前 相同 。 这 里 避 开 了 所 请 “把 龟 的 前 腿 缩 进去 ”的 说 法 ， 而 2X10 的 
出 现 是 理所当然 的 ， 正 如 莱 布 尼 芯 所 说 ， 是 “换个 方式 来 考虑 ”的 。 

HE HK, A ARR AAR. ESTA, MR 
ET. 

AN 

:“ 灵 活 的 算术 。” 

O 写作 好 像 知 道 了 一 样 的 工 来 处 
理 ， 比 起 普通 算术 ， 可 说 是 灵活 的 算术 。 

牛顿 曾 这 样 来 形容 二 者 的 不 同 . 

“在 算术 中 是 按 由 给 定量 求 待 求 量 的 步骤 去 解 算术 问题 ， 而 代数 则 
正 相 反 ， 即 好 像 是 已 经 知道 了 待 求 量 似 的 ， 从 待 求 量 出 发 推 求 其 与 己 
知 量 的 关系 ， 按 这 种 步骤 来 解决 问题 。 列 出 了 方程 ， 就 可 由 此 求 出 未 
知 量 ， 这 是 代数 的 优点 。 并 且 还 可 用 代数 解决 那些 用 算术 很 难 解 的 问 
题 。” 

位 实 ， 如 果 找 到 了 色 鹤 算 中 “把 龟 的 前 脚 缩 进去 ”这 个 关键 ， 用 算 
术 也 能 解决 。 但 是 ， 还 有 用 算术 无 论 如 何 也 解决 不 了 的 问题 。 例 如 牛顿 
所 提出 的 下 列 问题 : 

“有 个 商人 人， 每 年 增加 其 财产 的 1/3， 同 时 另 一 方面 还 要 花费 100 & 
的 生活 费 。 这 样 下 去 ，3 年 后 其 财产 增加 到 2 倍 。 间 开始 时 其 财产 有 多 
PP (MA 4-4.) Ä 
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RE 4-4 
英语 表达 代数 语言 表达 

商人 所 有 的 财产 x 
由 其 中 用 去 1008 2100 

增加 1/3 财产 后 21002022220 
由 其 中 用 去 100 8 fz70 — 199 = 0 

增加 1/3 财产 后 12700 | 42700 _ 16272800 
由 某 中 用 去 100 8% 1622800 Jog 16273700 
增加 1/3 财产 后 1823700 | Lig 3700 Sr 14800 

它 应 等 于 最 初 财产 的 2 信 Si 14800 _,, 


牛顿 为 了 解决 这 个 问题 ， 把 普通 语言 表达 的 问题 翻译 成 了 代数 语 
言 ， 他 说 道 : 

“为 了 解决 在 文章 中 经 常 出 现 的 数 或 量 之 间 的 关系 问题 ， 应 当 把 问 
题 从 用 英语 或 其 他 语言 的 表达 形式 译 成 代数 语言 的 表达 形式 。” 

如 表 4-4 所 示 ， 对 此 则 有 


642— 14800 _ 
27 


解 此 方程 就 得 到 
64x — 14800 =54x 
64x — 54x =14800 


2x 


10z =14800 
_ 14800 _ 
T 一 10 1480 
答 : 1480 58, 


牛顿 的 一 步 一 步 说 明 ， 可 用 一 个 式 来 表示 : 
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a (1 100) —100 |—100) =22 
这 个 式 子 用 普通 算术 确实 是 不 能 解 的。 无 论 如 何 ， 非 用 “灵活 的 ”代数 
不 可 。 在 代数 中 脱 括号 、 移 项 、 归 并 同类 项 等 都 可 方便 地 按部就班 进 


行 ， 而 在 算术 中 则 非常 困难 。 
4.9 联 立 方程 


实际 上 ， 人鱼 稚 算 的 问题 包括 求 龟 数 与 鹤 数 两 种 符 求 量 ， 可 和 暂 用 两 个 
未 知 数 来 代表 ， 如 果 把 解 方程 当 作 描 写 捉 犯人 的 推理 小 说 ， 那 么 可 以 说 
这 是 两 个 犯人 的 事件 。 
在 这 种 情况 下 ， 可 用 下 列 式 子 来 表达 所 提出 的 问题 ， 即 将 
稚 数 与 包 数 之 和 为 10， 表 示 为 z 十 y 一 10 
腿 数 之 和 为 28， 表 示 为 2z 十 437 一 28 
如 果 不 用 两 个 式 子 来 代替 两 个 犯人 的 话 ， 这 个 问题 是 不 好 解 的 。 
因为 是 同时 以 z 和 yy 来 表示 的 两 个 式 子 成 立 ， 故 将 
Z 十 3 一 10 
27 十 4y 一 28 
叫做 联 立方 程 。 
联 立 方程 有 各 种 解法 ， 首 先 由 上 式 求 出 y 二 10 一 xz， 将 它 代 入 到 下 
式 ， 得 
2x + 4(10— x) =28 
E E E BAR, RARER 
AR: 
更 常用 的 是 加 减法 : 
z+y=10 
2x+4y=28 
这 里 希望 得 出 没有 z 的 式 子 ， 为 此 可 对 上 式 两 边 习 2， 变 成 2z 的 式 子 ， 
将 上 下 两 式 相 减 ， 消 去 22 项 。 即 
2x2+2y=20 
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2x+4y=28 
2 y=8 
y=4 
x=10— y=10—4=6 
2: BOR, $4 Ho 
凡是 两 个 式 子 总 是 要 从 中 消去 一 个 未 知 数 ， 这 一 点 是 相同 的 ， 只 是 
要 消去 哪 一 个 未 知 数 稍 有 不 同 。 | 
EXBBRATE ARUBA A. ERIKA TASTE 
人 的 推理 小 说 的 情形 。 
例如 ， 计 算 狗 、 麻 省 和 晴 蚜 的 问题 。 设 它们 一 共有 9 只 ， 而 腿 共 有 
38 条 。 像 这 样 仅 有 两 个 条 件 ， 却 有 三 个 未 知 数 是 不 可 能 使 问题 获 解 的 。 
必须 还 要 有 一 个 条 件 ， 即 翅膀 的 数目 共有 22 个 。 在 这 些 条 件 下 ， 求 狗 、 
PRE FUE ALA 
m, HE. SEMA aA x, y» z HAMK 4-5 所 示 。 
R 4-5 


解 这 种 含 三 个 未 知 数 的 三 个 联 立 方程 ， 就 像 前 述 牛 顿 的 问题 那样 ， 
用 简单 的 算术 是 无 能 为 力 的 。 
为 了 解 此 联 立 方程 ， 可 用 加 减法 逐个 消去 未 知 数 : 


atyt2=9 (1) 
fr (2) 
2y+42=22 (3) 

首先 消去 y， 可 将 (1) 乘 2 再 减 去 (3)， 再 由 《〈2) AR (3) 得 
2x 2z= 4 
人 


消去 z 得 
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也 就 是 说 


ztytz=9 | 
2x 2z=—4 

4Zz 十 2 十 6z 一 38 一 一 ~ ——>61=12 
4x-+2z=16 

2yt4z=22 


即 消去 一 个 未 知 数 ， 伴 随 消去 一 个 方程 ， 因 此 为 了 得 出 z 
必须 使 未 知 数 与 方程 数 相同 。 

数学 家 也 是 学 无 止境 的 那 种 人 ， 他 们 没有 停 在 3 个 未 知 数 上 。 当 未 
知 数 更 多 时 ， 就 产生 了 应 如 何 解 联 立方 程 的 问题 ， 这 样 就 出 现 了 甜 阵 和 
行列 式 。 


e 


e 


=2 
一 3 
=4 


n 


i 


… 无 论 如 何 


4.10 FRAME 


BAR EEA, HE. KEN, ARA EA ZEBRA, A 
由 此 而 得 到 的 两 张 表 UE 4-6, 4-7) HREH. 
表 4-7 





在 这 里 是 将 数字 排列 于 正方 形 的 表 中 。 这 种 排列 成 正方 形 或 长 方形 
的 表 叫 做 和 矩阵。 上 述 表 就 是 朱 阵 的 一 种 : 


| | 
2 4 


4 2 6 








排 成 长 方形 也 可 以 ， 


"| 
0 一 3 5 


矩阵 的 横 排 叫做 行 ， 坚 排 叫 做 列 ， 可 表示 如 下 : 


«— {7 — 


A. 10 
UPA: 
—1 6 
一 4 —2 
aa o [3 -ı 7] 
8 5 


列 列 列 


矩阵 和 向 量 | 8 
一 4 
2 
,| B 
—1 


上 述 长 方形 的 矩阵 中 的 第 一 个 矩阵 有 2 行 3 列 ,第 二 个 有 4 行 2 列 ， 
第 三 个 有 1 行 3 列 ， 204444514, 第 五 个 有 1 行 1 列 。 其 实 , 1 


行 1 列 的 矩阵 就 是 用 [ 


] 号 围 起 来 的 数 。 


这 种 长 方形 的 表 到 处 都 可 以 看 到 。 和 车 站 的 时 刻 表 ( 见 表 4-8) 或 运 
Re 〈 见 表 4-9) 就 是 一 例 ， 买 卖 上 的 账簿 等 也 是 此 例 。 


表 4-8 列车 时 刻 表 
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根据 情况 也 可 把 它们 写成 竖 排 ， 成 为 列 向 量 : 
气温 
气压 
风速 
向 量 本 来 是 表示 具有 方向 的 量 ， 例 如 力 、 速 度 等 ， 不 仅 有 大 小 ， 还 
必须 考虑 其 方向 ， 就 是 一 种 向 量 。 向 量 可 用 箭头 来 表示 。 在 数学 上 表示 
向 量 的 箭头 可 按 长 、 宽 、 高 三 个 方向 区 分 ( 见 图 4-16)。 即 可 有 一 种 
[长 ， 宽 ， 高 ] 
的 向 量 ， 例 如 图 4-17 中 所 示 向 量 ， 可 写 为 [2，5，3]。 


-一 
| 一 











图 4-16 图 4-17 


然而 并 不 仅仅 只 有 三 维 空 间 向 量 , 像 上 体温 ， 脉 搏 ， 呼 吸 ， 血 压 ] 
这 种 由 4 个 数字 构成 的 向 量 就 不 能 用 三 维 空间 的 箭头 来 表示 了 。 从 广义 
上 讲 ， 向 量 不 只 有 四 维 ， 当 排列 的 数字 很 多 时 ， 可 有 五 维 、 十 维 等 问 
量 。 

这 样 ， 不 论 矩 阵 还 是 向 量 就 都 要 使 用 很 多 的 数字 。 关 用 文字 来 代表 
的 话 ， 也 要 受 限 制 ， 如 拉丁 字母 表 就 只 有 26 个 字母 ,不 能 使 用 26 个 以 
上 的 字母 。 

为 了 克服 这 个 困难 ， 可 以 在 文字 下 边 加 1，2，3，… 这 样 的 下 标 来 
BEAR» Mas a, a, "Ras Trs Tas o KK, BRENZIH 
的 文字 都 可 以 ， 如 用 100 个 文字 ， 可 写作 a, a, es diwo 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,日 本 曾 按 拉丁 字母 顺序 用 女人 的 名 字 来 命名 
OM, “ARPA”. “MBAR” G. HEA TRAY ERR 
的 ， 故 最 近 已 改 为 按 编号 来 称呼 了 ， 如 “15 号 台风 ”、“22 号 台风 ”等 。 
同样 的 道理 ， 把 文字 ae，28，c，… 改 写 为 a a, Q3 9 … 也 含有 “1 号 文 
字 ”、"2 号 文字 ”的 意思 ， 
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按照 这 种 方式 ， 可 将 矩阵 中 的 元 素 下 标 用 2 位 数字 来 表示 ， 例 如 : 


A= 


da Qz Qz Ay 








da Q32 Ay Ay 
前 一 数字 表示 行 的 序号 ， 后 一 数字 表示 列 的 序号 。 因 而 ，az 就 表示 第 2 
行 第 3 列 的 元 素 。 对 于 仅 有 1 行 的 同 量 ， 可 以 只 写 列 的 上 序号， 如 


[as Gp» Az» a, | 


4.11 ERRATA 


a ME B/E EAN OE EER, MBA A+, —, 
Xx， 二 运算 时 ， 就 会 了 解 其 重要 作用 。 

首先 来 考虑 加 法 运算 。 例 如 某 食 品 超级 市 场 下 设 4 个 分 店 ， 某 日 总 
店 按 表 4- 10 PrN SR EP Trk, REA PRE, 
表 中 数字 构成 一 个 3 行 4 列 的 惩 阵 A, 


40 17 











23 28 41 46 
A’= |18 23 15 36 


35 38 45 22 





如 果 想 知道 两 天 里 分 配 东西 之 和 ， 可 把 同一 位 置 上 数字 相 加 ， 得 到 
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43 33 79 88 
32 43 25 67 
{65 73 85 39 

像 这 样 ， ERA 和 A 和 中 处 在 相同 位 置 上 的 数 加 起 来 得 到 的 矩阵 用 A 
十 4 表示 ， 它 等 于 4 与 4 之 和 。 如 果 想 看 看 第 二 天 比 头 一 天 多 分 配 了 多 








少 东西 ， 则 可 将 相同 位 置 上 的 数 相 减 ， 即 为 4 一 4， 得 : 
3 3 3 4 
A’—-A= |4 3 5 5 
5355 








由 此 可 见 ， 若 两 个 矩阵 相 加 或 相 减 ， 必 须 二 者 的 行 数 和 列 数 都 相同 。 
商店 在 体 息 日 当然 就 不 分 配 什么 东西 了 ， 所 有 的 数字 都 为 0， 即 用 
0 来 表示 





这 样 的 矩阵 。 


bn biz bu ba 
B= lb boe bn ba 


ba os bn ba 








dn G32 Uss Az 
an Fb an Fb ag bj ay tbu 
A+ B= 4:21 Fön Arg bey Ga Tba aut 
Qs, bg, az F ba U33 Tb; Ay 十 bs 
es dr Ay TO, Ausb Au bu 
A— R= iân Tb Qs be zg bas Ang bos 
aa — 63, € Be 33 bs ba 


FHHFRRER. WU LAMAMTFTAN. — un an 
Fr, WIRE AA AE AR 412 所 示 。 这 里 为 清楚 起 见 
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表 4-16 
= 


结合 律 (A+B)+C=A+(B+O) (AB)C=A(BC) 


ve A(B+C) =AB+AC 
(B+ C)A=BA+CA 


这 由 下 面 的 示例 就 足以 说 明 ， 
， _f1 3 4 2 
aaach al mh il 

Fl 3774 21 [13 5 
Ji AB= > A F 1 |= [20 a 

fa 2171 31 18 20 

BA= P Ale Amt 3 
显然 两 种 结 采 ABBA, 

因此 ， 在 进行 矩阵 运算 时 ， 必 须 注 意 除了 交换 律 之 外 ， 和 矩阵 A4，B， 


C 才 能 像 数字 那样 按 运算 规则 进行 计算 。- 
4.12 联 立 方程 和 和 矩阵 


再 来 看 看 前 面 说 过 的 旬 稚 问题 ， 可 写 出 下 式 : 
(人 
2z 十 4y 一 28 
EMITE MERA.) HEK r, y AER, t, HE 


|， | 加 lol 
=A, =X, =B 
2 4 Ly | 28 | 
刘 对 上 式 可 表示 如 下 : 
$ | a) lx, +1x; _ 四 
2 4 H p a 28 


A X = ..= B 
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可 简写 为 

AX=B 

式 子 虽然 很 简单 ， 但 其 意义 都 与 上 述 联 立方 程 完全 相同 。 不 重视 这 
种 形式 的 人 可 能 会 说 :“ 不 就 是 仅仅 变 了 一 下 写法 使 形式 简单 一 点 而 已 
吗 !” 话 虽 不 错 ， 但 数学 上 新 的 形式 或 符号 的 出 现 ， 往 往 能 给 巨大 的 进 
步 奠定 基础 。 

拉 普 拉 斯 (1749 一 1827) 说 过 : “在 数学 上 发 明了 优越 的 符号 ， 就 
意味 着 胜利 的 一 半 。” 和 矩阵 的 符号 就 是 显著 的 一 例 。 

4 和 B 不 是 普通 的 数 ， 而 是 有 着 和 矩阵 这 样 的 复杂 构造 的 数 的 组 合 ， 
以 及 A 十 B，A 一 B，AB， 仍 可 把 它们 当成 已 经 了 解 的 数 那样 来 考虑 ， 并 
用 类 似 的 方法 进行 计算 ， 而 不 必 再 做 新 的 计算 练习 。 但 是 ， 千 万 不 可 访 
ld ABBA, 

因此 ， 将 联 立 方程 写成 

AX=B 
就 可 把 它 当 作 我 们 已 经 掌握 的 cz 一 "那样 来 考虑 了 。 
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现在 ， 再 从 另 一 角度 来 考虑 联 立 方程 
211%, Fai £: =b 
7 & Faz Ly =b; 


为 此 ， 稍 微 将 它 变换 一 下 ， 写 作 


WE + ME =B 
a . U22 
这 里 ， 如 今 


Ejes. Pl 


则 上 式 可 写成 
(ea +Fe201)x, + (ea; + eran) z: = (eb, + e,b,) 
为 把 此 方程 变换 为 x 一 … 的 形式 ， 应 将 碍 事 的 xz 消去 。 对 此 ， 有 一 位 数 
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学 家 想 出 了 一 种 奇妙 的 乘法 运算 :“ 应 当 考 虑 一 种 即使 对 于 非 0 的 数 ， 其 
平方 也 总 等 于 0 的 乘法 运算 。” 把 这 种 乘法 运算 用 符号 * 来 表示 则 有 

(eian Feran) * (San + epa) =0 
可 改写 为 

e, * ea F Ce * e, +e *e)anan +e, * ean’ =0 
为 使 对 所 有 ans an 均 能 成 立 ， 则 应 有 下 列 条 件 ， 

e, *e, =0, e, xe, =0 

el xe, +e, +e =0, Bl e, * e, =—e * e, 

换 句 话说 ， 即 e e 的 平方 为 0， 变 更 两 者 相 乘 的 顺序 等 于 改变 符 
号 相 乘 。 由 此 可 知 ， 在 上 述 方程 左边 乘 以 (eau +eand 时 ， 就 会 消去 
xı», BA | 

(ean + 6an) * (Sa. + ezaz)T + lean + ean) * (fan + 


C22 022) T3 Y 
0 


= (8a + ezaz) * (eb, + e,b,) 
计算 z, 的 系数 则 有 
(eian Feran) * (€, 412 + ezaz) 
=€, * 10) Q2 + €, * & (a, Ag, — Aizan ) F €, * €,07, az 


Y y 
0 0 


一 el * €, (ana — 412421) 
同样 ， 右边 等 于 e, * e (a,b, — ab), AH 
e, * €, (Andy 一 012421), 一 el * €, (a,b, — anb) 


可 得 出 — aib: 一 An by 


Aira — Giz (021 


b, da 一 bz 017 


同 理 可 得 ， zi a a 

这 种 方法 对 三 元 联 立 方程 也 完全 适用 ， 例 如 对 于 
an ZI Fai £, a zs =b 

az 21 Faz £: taz £3 =b 


a31 之 1 Faz T +a; Xs = b, 
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TENA. 
au Gr dj |X b, 
aa as al 1X2] = |b 
da as Ag] |X b, 
可 简写 为 AX=B 
仿 上 述 方程 ， 令 
ai Ay 213 


an | A,» laz | SA:s Jao, | As 
az az Ay 

则 可 将 方程 写 为 : 
A, x, FA x: +A; x; =B 


1 0 0 
Hat, 令 10| 二 e:，|1| = 一 ea，|0|1 一 e ， 按 奇妙 的 乘法 运算 则 有 
0 0 1 
€, * 6 =e, * €, =e; *€¿=0 
€, * €, = —€, * €, 
€; * €, = — €, *€, 
€, * 6, = —€, * e 


A, *A,=0, A, *A,=0, Á, * A, =0 

为 求 出 X39 ERA A; * A, 则 Xy Lo 的 系数 均 为 0, RAPS Tz > EN 
A, * A, * A,X, +A, * Á; * A,X, HA, * A, * Á; X; = Á; * A, * B 
mm nf 


y y 

0 0 
A, * A, * A, = (ejan + eran + ezan) * (0,012 十 zaz: T E3032) * 

(€, 413 十 ezazs + esass ) 
把 它 展开 后 ， 由 于 含有 2 次 相同 的 ae e, e 等 于 零 ， 故 全 部 变 成 6 项 ， 
= e, * €, * 3andzzdss Te, * €, * €,0,1032023 

十 ez * €, * €,0 01,03 TE, * €; * e; az 03,01 
十 es * €, 关 €,43 01,073 TE; * €, * & Ay 07,013 


在 这 里 ， 为 了 将 其 全 部 以 e, * €, * €; 的 形式 来 表示 ， 注意 到 


灵活 的 算数 
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€; * € * €, — €, €, * €, 
a aa 
€, * €, *— "€, * Cp * C3 
Seer 
€, * €, * 0 — “€, XE * € —€, €, * C3 
Te Te 
€; re *l, — €, * 6; * €, TE *€, €; 
a all Te 
€ * €, * € — €, XE 5E, * € *l— €] * Cp * €; 


由 此 ， 在 上 式 中 把 ex* e xe, 提出 来 ， 就 变 成 
一 @, * €, * €,(01 07,033 一 01,032 073 一 Az) 012033 
+ Ay) 432013 t âz 412823 — 31022013) 
把 这 个 括号 中 的 式 子 以 4 的 行列 式 
di Gr dx 
da Ge a |=l|Al| 
da Ay Ay 
KER. NAENUBRREHUNA,, BR 
Qi An b 
a Au b 


ds) Az b; 


T3 





E RS SSE AS OS ES 

DES BORIS IO ESA 

AE] redarilimos liber clanentorum Euclidis peripr, 

Y Cacifiimi:in artem Geometrie incipit quäfockiaflimer De principtje p fe noma: s pmo oe oiffim. 
Uncms eft cuias tonfbov caron 








KÀ 
NS 
3 
EB 
+ 
SE 
a 
38 
> 
sz 


多 pe vocat. An 
Sulus vo qui retro msio? Eobmfas oicit.CAngal*gominorre AO 


i 
A 
see 
Al 
È 
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是 汇集 了 465 个 定理 而 已 。 

然而 《几何 原本 》 所 具有 的 意义 ， 并 不 在 于 都 写 了 些 “ 什 么 ”， 更 
重要 的 则 是 在 于 写 了 应 “怎样 ?>。 即 在 这 里 给 出 了 十 分 重要 的 思考 方法 
和 排列 方法 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 首 先 我 们 简略 地 研究 一 下 《几何 原本 》 
这 个 书 名 。 

“几何 原本 ”的 希腊 语 是 斯 托 伊 遍 伊 阿 (oroexeca)， 这 个 词 表达 了 书 
的 内 容 。 斯 托 伊 饥 伊 阿 这 个 词 本 来 有 两 个 意思 。 一 个 是 “初步 ”或 “人 
门 ”， 再 一 个 是 音标 文字 的 字母 ， 即 罗马 字母 a, 5，c，…。 一 篇 文章 可 
分 出 名 词 和 动词 等 单词 ， 再 进一步 就 把 单词 分 成 了 罗马 字母 ， 然 后 就 不 
能 再 分 下 去 了 。 因此， 对 日 本 人 来 说 叫 “ 几 何 学 人 门 ” 比 叫 “ 几 何 原 
本 ”更 易 接 受 。 

那么 ， 这 个 《几何 原本 》 是 怎样 构成 的 呢 ? 

《几何 原本 》 的 第 一 卷 是 以 下 面 的 文章 开始 的 。 

CL) 不 能 再 被 分 为 部 分 且 无 大 小 者 谓 之 点 。 

(2) 不 具 宽 度 的 长 谓 之 线 。……… 

如 果 说 圣经 起 源 于 光 ， 那么 《几何 原本 》 则 起 源 于 点 。 因 为 点 没有 
部 分 ， 也 就 不 能 再 往 下 分 了 。 由 于 没有 大 小 ， 所 以 眼睛 也 看 不 见 ， 手 也 
摸 不 到 。 避 以 说 它 是 构成 全 部 几何 学 的 基石 。 若 仔细 考虑 一 下 ， 它 的 确 
是 一 种 奇特 的 思考 方法 。 

一 般 来 说 ， 当 我 们 从 远 处 看 某 一 图 形 时 ， 能 够 马上 看 到 那里 有 直 
线 、 圆 、 正 方形 ， 而 注意 到 没有 大 小 的 点 的 人 则 很 少 。 因 此 一 般 的 作者 
总 是 从 我 们 目睹 的 直线 和 圆 开 始 讲 起 ， 但 欧 几 里 得 在 某 些 问题 上 却 是 从 
点 开始 讲 起 的 。 《几何 原本 》 的 思考 方法 的 秘密 就 潜藏 在 这 种 奇特 的 作 
法 之 中 。 





5.2 分 析 的 方法 


不 论 从 图 形 的 基本 要 素 一 一 点 或 直线 来 看 ， 还 是 从 作为 几何 学 的 人 
门 书 来 看 ， 斯 托 伊 凯 伊 阿 这 个 题目 都 是 合适 的 。 

但 是 ， 所 谓 从 点 或 线 开始 的 写法 ， 未 必 就 便于 接受 。 如 果 网 几 里 得 
能 更 为 读者 着 想 的 话 ， 在 写 “ 点 没有 部 分 ”之 前 ， 一 定 会 在 前 言 中 交代 
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清楚 的 。 据 说 ， 欧 几 里 得 对 于 当时 提出 “学 习 儿 何 学 有 什么 用 ”这 一 问 
题 的 青年 人 答复 说 :“ 你 大 概 喜 欢 一 枚 铜钱 吧 .” 由 于 这 件 事 他 就 决定 不 
写 前 言 了 ， 而 仅 以 希腊 语 的 斯 托 伊 饥 伊 阿 来 代替 。 


虽然 各 种 图 形 是 无 数 的 ， 但 这 里 我 
们 先 来 考虑 只 由 直线 面 出 的 图 形 。 将 这 /NN 
PEAY BEATE SEAN, SRT DI \ 
成 三 角形 。 这 就 是 分 析 图 形 的 步骤 Cl 
图 5-2)。 82 

如 果 需 要 ， 还 可 以 把 三 角形 进一步 分 为 点 、 直 线 和 角 〈 见 图 5- 3)。 
可 以 将 三 角形 看 作 是 把 三 个 点 用 直线 连接 起 来 的 图 形 ， 也 可 以 看 作 是 
条 直线 相交 后 构成 的 图 形 。 另 外 ， 也 可 以 看 成 是 把 三 个 角 汇集 在 一 起 的 
图 形 。 





图 5-3 
因此 ， 点 、 直 线 和 角 就 是 构成 图 形 的 原子 。 以 后 所 要 讲 的 从 这 些 原 
子 出 发 ,一 步 一 步 地 制作 出 复杂 图 形 的 方法 是 由 欧 几 里 得 提出 的 。 这 就 
和 建筑 家 把 砖 一 块 一 块 鸡 积 起 来 ， 从 而 建造 起 大 建筑 物 所 使 用 的 方法 一 
样 。 只 不 过 几何 学 家 在 这 里 是 使 用 不 同 的 点 、 线 和 角 来 取代 砖 而 已 。 可 
是 ， 两 千年 后 建立 了 “集合 论 ” 的 一 位 名 叫 康 托 尔 的 数学 家 把 线 、 面 都 
全 部 分 割 成 了 点 。 


5.3 ”分析 和 综合 


培根 说 过 “让 我 们 来 分 割 自然 ”这 样 的 话 。 比 培根 早 一 千 几 百年 的 
希腊 人 已 知道 这 件 事 。 
大 将 物质 分 割 到 底 ， 一 直 分 到 不 能 再 分 割 的 最 小 单位 ， 希 腊 哲 学 家 
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5.4 连 接 


如 果 把 点 、 直 线 和 和 角 等 要 素 依 次 连接 起 来 ， 就 可 构成 复杂 的 图 形 。 
正确 地 说 ， 直 线 是 没有 端点 的 ， 两 涉 均 可 无 限 延 长 。 两 头 是 有 限 的 
就 叫做 线段 ; 一 头 有 端点 而 另 一 头 可 无 限 延长 的 叫做 半 直 线 或 射线 ( 见 
图 5-5)。 
线段 一 一 


半 直 线 
直线 





图 5-5 
首先 将 几 个 线段 连接 起 来 制 成 折线 〈 见 图 5-6) 看 一 下 。 


N 


图 5-6 | 
作为 折线 的 实例 ， 我 们 想起 了 折 尺 《〈 见 图 5-7)， 可 以 想象 ， 折 线 


A 


图 5-7 
中 间 扩 宽 了 不 就 是 折 尺 吗 ? IE, 我 们 就 理解 了 折线 能 够 由 线段 、 点 和 
角 来 构成 LE 5-8). 


图 5-8 
我 们 的 马路 也 可 看 成 这 种 大 的 折线 〈 见 图 5-9)。 
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谁 都 承认 这 是 理所当然 的 事情 。 

从 叙述 平凡 事实 的 公理 出 发 这 一 点 ， 也 许 会 对 初学 几何 学 的 人 成 为 
绊脚石 。 也 就 是 说 可 能 会 引起 如 下 的 疑问 ; 

“为 什么 把 普通 的 事情 夸张 了 来 写 ……” 

二 叶 亭 四 迷 在 《平凡 》 一 书 中 写 道 : 

“不 论 是 代数 ， 还 是 几何 、 三 角 ， 开 篇 就 严肃 指明 ， 凡 完全 相合 的 
东西 其 大 小 必 相 等 ， 这 是 不 能 马虎 的 啊 !1 rere” 

这 正 古 把 这 样 普通 事实 明确 地 写 出 来 并 以 此 为 基础 的 《几何 原本 》 
之 所 以 为 “几何 原本 ”的 地 方 ， 就 如 同 希腊 人 之 所 以 为 希腊 人 一 样 。 

建立 古代 文明 的 埃及 人 、 巴 比 伦 人 、 印 度 人 、 中 国人 虽然 都 有 很 多 
掉 越 的 发 现 ， 但 没 像 希 脂 人 这 样 把 这 一 明显 的 事实 作为 公理 明确 提出 
来 。 

因为 它 对 于 独 目 一 人 存在 的 世界 来 说 ， 是 没有 必要 的 。 只 有 在 需要 
与 他 人 对 话 的 世界 中 才 是 必要 的 。 当 两 人 以 上 讨论 问题 时 ， 必 须 以 共同 
的 原理 作为 讨论 的 基础 ， 在 几何 学 中 这 个 共同 的 原理 就 是 公理 。 

《几何 原本 》 的 诞生 地 硕 脂 曾 是 一 个 自由 论争 的 社会 ， 无疑 当时 社 
会 的 有 生 力 量 是 奴隶 。 有 一 位 历史 竺 家 曾 断 定 在 公元 前 5 世纪 时 雅典 的 
奴隶 占 总 人 口 的 1/3。 然 而 在 不 属于 奴隶 的 市 民 之 间 是 有 彻底 的 民主 和 
言论 日 由 的 。 据 说 当 苏 格拉 底 在 雅典 的 街道 上 漫步 时 ,发现 了 真理 ， 其 
弟子 柏拉图 在 对 话 篇 中 记 下 了 老师 的 言行 。 然 而 雅典 的 市 民 们 并 不 把 苏 
格拉 底 当 作 圣 贤 看 待 ， 癌 剧 作 者 阿里 斯 托 务 曾 写 了 一 个 剧本 讽刺 他 ， 使 
市 民 们 看 了 后 捧腹 不 止 。 更 有 趣 的 是 观众 中 就 有 苏 格 拉 底 本 人 。 

按 现 在 的 观点 来 说 ， 那 是 一 个 百家争鸣 的 社会 。 由 这 种 社会 诞生 出 
以 公理 为 开篇 的 《几何 原本 》 绝 非 偶 然 。 

如 果 是 仅 把 它 作 为 科学 的 成 果 记 下 来 ， 这 在 古 希 腊 以 前 就 已 有 了 。 
然而 ， 这 个 成 果 中 的 道理 仍 含有 待 解决 的 秘密 。 是 希腊 人 公开 了 这 个 秘 
密 ， 这 样 才 使 几何 学 ， 即 图 形 的 科学 从 少数 知识 占有 者 的 手中 传播 到 广 
大 人 民 群 众 中 间 。 

欧 几 里 得 曾 向 提出 “学 了 几何 学 也 没 找到 什么 特别 好 的 办 法 ”的 布 
RAS SEA: “ULM SIAR RIGA.” BR, JU RSE SE 
治 术 也 非 成 名 术 ， 它 仅仅 是 人 们 能 够 遵循 的 公共 准则 ， 其 出 发 点 乃 是 公 
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理 。 

由 于 欧 几 里 得 任何 序言 也 未 写 ， 故 只 能 从 书 的 正文 中 来 体会 其 精 
神 。 然 而 ， 从 最 简单 的 事实 出 发 ， 逐 步 地 推导 出 复杂 的 结果 ， 这 是 2000 
年 后 的 笛 卡 儿 所 运用 的 方法 。 

开拓 了 近代 科学 的 笛 卡 儿 在 《方法 论 》 一 书 中 ， 提 出 了 下 列 原 则 。 

第 一 ， 在 没有 确认 其 已 得 到 证 明之 前 ， 不 论 何事 均 不 作为 真理 来 接 

。 即 应 注意 避免 仓促 判断 和 偏见 ， 这 样 就 能 消除 任何 疑点 ， 到 何 时 该 
明确 ， 到 何 时 该 判断 ， 就 会 心中 有 数 。 

第 二 ， 我 想 要 研究 的 问题 非常 多 ， 然而 对 它们 最 好 的 解决 方法 就 是 
分 割 成 细小 部 分 来 研究 。 

第 三 ， 按 照 顺 序 进 行 思考 ， 我 思考 的 顺序 是 先 从 最 简单 、 最 容易 的 
事物 开始 ， 逐 步 地 回 最 复杂 的 认识 迈进 。 即 便 是 对 那些 自身 并 无 任何 顺 
序 的 对 象 ， 也 给 它们 之 间 设 定 一 个 顺序 。 

提 到 物质 分 割 到 何 时 为 止 ， 原 子 论 已 经 提出 了 不 能 再 分 割 下 去 的 最 
终 粒 子 ， 但 笛 卡 儿 本 吴 却 并 不 是 原子 论 者 。 与 分 割 物质 不 同 ， 他 的 方法 
论 的 原理 是 把 问题 或 研究 步骤 分 解 成 最 简单 的 步骤 ， 由 此 而 解决 最 复杂 
的 问题 。 培 根 所 说 的 “分 割 日 然 ”也 就 是 “把 困难 分 解 ” 的 意思 。 
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假定 两 个 三 角形 的 边 一 角 一 边 对 应 相等 ， 则 这 两 个 三 角形 就 能 完全 
重要 ， 即 可 理解 为 全 等 。 现 在 来 看 看 知 角 一 边 一 角 相 等 ， 情 况 会 如 何 。 

首先 ， 在 考虑 两 个 三 角形 之 前 ， 先 考虑 两 条 折线 。 这 次 考虑 的 折线 
与 以 前 的 不 同 ， 是 由 一 根 棒 及 两 端 连 着 的 短 杆 所 构成 〈 见 图 5- 14), 


L N 
图 5-14 
这 样 的 折线 ， 乔 不 存在 两 端 得 杆 的 长 度 问 题 ， 就 形成 了 角 一 边 一 





角 。 
角 一 边 一 角 相 等 的 两 条 折线 是 能 够 完全 重合 的 。 虽 然 将 折线 的 两 头 
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延长 能 够 构成 一 个 三 角形 ， 但 是 这 两 个 三 角形 能 完全 重合 吗 ? 问题 是 在 
延长 棒 两 端 连 接 杆 时 ， 会 怎么 样 。 如 果 杆 的 部 分 重合 的 话 ， 不 用 说 其 两 
端 均 重合 。 原 因 是 “通过 两 点 的 直线 只 有 一 条 ”。 然 而 ， 由 两 端 引 出 两 
条 直线 ， 不 会 相交 于 两 点 吗 ? 回答 是 不 会 的 。 因 为 车 相交 于 两 点 ， 则 根 
据 “ 通 过 两 点 的 直线 只 有 一 条 ”这 一 公理 ， 这 两 条 直线 就 会 变 成 一 条 直 
T AR 5-15), 

因此 ， 这 第 三 个 顶点 也 是 重合 的 ， 三 角形 完 
全 重合 ， 即 全 等 。 

据说 ， 这 个 定理 是 希腊 的 七 贤人 之 一 泰勒 斯 
首先 提出 来 的 。 其 直接 目的 ， 似 乎 是 为 了 测量 从 
岸上 的 灯塔 到 船 的 距离 。 做 法 〈 见 图 5-16) EN 5-15 
先 在 垂直 轴 AB 上 安装 一 个 活动 的 横 木 ， 以 此 作 
为 测量 工具 。 再 把 它 装 到 灯塔 上 ， 利 用 这 个 横 木 眶 准 海面 上 的 船 ， 定 下 
一 个 角度 。 然 后 ， 保 持 这 个 横 本 的 角度 不 变 ， 绕 轴 转 动 到 看 见 海 岸上 的 
目标 物 ， 则 灯塔 到 目标 物 C 的 距离 ， 实 际 上 就 是 所 要 测 的 灯塔 至 船 的 距 
离 。 的 确 ， 这 样 做 以 后 ， 根 据 两 角 夹 一 边 的 全 等 定理 ， 即 根据 角 一 边 一 
FEF, AABCHAABC 全 等 ， 因 此 可 以 得 出 BC 和 BC’ 相等。 
A 
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图 5-16 

泰勒 斯 是 走 遍 地 中 海 的 活路 的 聪明 商人 ， 他 每 每 感到 有 测量 到 达 船 
的 距离 的 必要 ， 这 就 是 他 发 现 这 个 定理 的 动机 。 然 而 他 若 仅 仅 是 位 商 
人 ， 就 会 停留 在 这 个 简单 的 测量 方法 上 了 。 但 是 ， 他 不 仅 是 位 商人 ， 从 
另 一 方面 看 ， 还 是 位 哲学 家 ， 他 没有 停留 在 测量 方法 上 。 他 把 这 归纳 为 
全 部 三 角形 的 普遍 的 性 质 。AABC 的 顶点 A ALB 也 不 限于 在 塔 上 ，C 
点 也 不 一 定 是 船 。AABC 的 顶点 可 以 是 只 有 在 显微镜 下 才能 看 见 的 金 
刚 石 结晶 的 三 个 顶点 ， 也 可 以 是 广大 宇宙 的 三 颗 星 。 

由 于 能 够 以 一 般 的 形式 来 应 用 ， 所 以 这 个 定理 也 能 用 来 测量 到 达 星 
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人 “〔 这 个 人 是 否 是 泰勒 斯 另 当 别论 ) 是 看 到 了 光明 的 。” 

泰勒 斯 不 知道 怎样 证 明 这 个 定理 ， 而 欧 几 里 得 却 以 惊人 的 复杂 的 方 
法 作 了 证 明 。 在 欧 几 里 得 之 后 约 500 年 (3 世纪 ) 出 了 个 巴 伯 斯 ， 他 只 
简单 地 利用 两 边 夹 一 角 定 理 就 作出 了 证 明 。 

那 就 是 将 三 角形 翻 过 来 ， 是 重合 的 。 

如 图 5-20 所 示 ， 将 AABC 的 折线 ， 按 B 一 A 一 C 和 C 一 A 一 B 的 顺 
序 作 一 比较 ， 则 

边 一 角 一 边 分 别 为 

BA— / BAC—AC 

CA— /CAB—AB 
由 于 AB=AC， 翻 过 来 使 其 重合 ， 则 B 和 C,， AMA, CHB EWES, 
BA LZABC= 人 ACB， 即 仅 仪 应 用 了 两 边 夹 一 角 的 全 等 定理 。 





图 5-20 


欧 几 里 得 曾经 用 惊人 的 复杂 方法 所 证 明 的 就 是 这 么 一 个 简单 易 懂 的 
定理 。 该 定理 在 《几何 原本 》 第 一 卷 中 是 第 五 个 出 现 的 ， 就 称 做 “第 五 
命题 ”， 在 这 里 介绍 其 证 明 就 没有 必要 了 。 

由 于 他 的 证 明 复 杂 、 难 届 ， 因 此 ， 才 有 了 把 第 五 命题 说 成 是 “ 驴 
桥 ” 的 理由 。 

距 今 七 八 百 年 以 前 ， 英国 的 剑桥 和 和 牛津、 法 国 的 巴黎 、 意 大 利 的 博 
治 尼 亚 等 欧洲 各 地 的 大 学 相继 建成 ， 在 大 学 里 讲 的 数学 以 几何 为 主 ， 
《几何 原本 》 被 用 作 教科 书 。 今 天 中 学 生 学 习 的 几何 ， 就 是 那 时 大 学 生 
所 学 的 。 

不 过 ， 对 于 那个 时 代 的 大 学 生来 说 , 《 玉 何 原本 》 似 乎 非常 难 。 从 
懂得 《几何 原本 》 开 篇 所 谓 的 “点 不 具有 部 分 ， 也 没有 大 小 ”是 什么 ， 
到 了 解 称 作 “ 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 ”这 一 定理 ,他们 是 绞 尽 了 脑 
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AB=AC</ABC= / ACB 

首先 用 巴 伯 斯 的 翻 过 来 的 方法 来 试 试 。 | 

与 上 述 定 理 不 同 ， 现 在 对 角 一 边 一 角 的 折线 ， 按 相反 的 方向 来 看 看 
(CHE 5-22). WA 

左边 一 ABC 一 BC 一 BCA 

Ait 7 ACB—CB— CBA 
角 边 角 相 等 ， 两 条 折线 是 重合 的 ，B 在 C L, C 在 B 上， 因此 A 能 重合 
FAE, FU AB=AC, 


IN WN 


图 5-22 

FSA RES H LABC= “ACB 的 条 件 导 出 AB 一 AC。 

这 个 定理 可 使 驴 桥 的 条 件 和 结论 对 调 。 一 般 把 调换 某 一 定理 的 条 件 
和 结论 后 的 定理 ， 称 为 该 定理 的 道 定 理 。 

这 里 特别 要 注意 的 是 ， 若 某 定 理 的 道 定理 无 论 何 时 都 成 立 的 话 ， 那 
么 就 是 没有 限制 的 。 然 而 ,“ 若 四 边 形 为 正方 形 时 ， 则 四 个 角 相 等 ”这 
个 定理 虽然 成 立 ， 但 其 道 定 理 ， 即 “四 个 角 相 等 ， 其 四 边 形 为 正方 形 ” 
则 不 成 立 。 因 为 ， 四 个 角 相 等 的 四 边 形 还 有 长 方形 ， 不 光 是 正方 形 〈 见 
图 5-23)。 


SI- 
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闭 不 成 立 的 例子 ， 在 普通 的 文句 中 也 有 不 少 。 例如， 对 “如 果 下 
WW, AAR” eM, ARAM. AW, BFS, FSR 
ERRA CLA 5-24). 





图 5-24 


然而 ， 人 们 常常 忘记 了 这 一 点 ,一 不 留神 ， 就 会 产生 道 也 成 立 这 样 
的 错觉 。 广 告 和 宣传 的 专家 们 懂得 如 何 巧 妙 地 抓 住 这 个 盲点 。 

在 选举 的 口号 中 有 以 “石川 的 OO 市 ”代替 “OO 市 的 石川 ”这 样 
的 说 法 。 也 有 “肥皂 OOO” 的 广告 ， 它 本 来 应 当 是 “OOO 肥 皂 ” 的 
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等 腰 三 角形 是 最 简单 的 左右 对 称 的 图 形 。 将 一 张 等 腰 三 角形 的 纸 使 
相等 的 两 边 对 齐 再 折 辣 起 来 ， 就 能 重合 在 一 起 。 折 线 是 通过 顶点 并 将 顶 
角 二 等 分 的 直线 ， 也 就 是 等 分 线 ， 即 用 顶 角 的 等 分 线 把 等 腰 三 角形 分 成 
了 两 个 直角 三 角形 ( 见 图 5-25)。 证明 如 下 。 


MAABAAL 


图 5-25 
顶 角 的 等 分 线 与 底 边 BC 相交 于 点 ， 该 三 角形 被 分 成 两 个 三 角 
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E, HAABDHAACD ( 见 图 5-26)。 


比较 一 下 这 两 个 三 角形 ， 则 有 A 

(AB=AC 

[Zino zea 

AD=AD 
根据 边 一 角 一 边 全 等 定理 ， 故 

/\BAD= ACAD B D C 
所 以 

BD=CD 图 5-26 


x BDA= CDA 
HI, ZBDA 和 CDA 为 平角 的 一 半 ， 即 是 直角 。 

于 是 就 得 出 两 个 三 角形 是 全 等 直角 三 角形 ， 也 就 是 下 述 的 定理 成 立 
( 见 图 5-27): 

“等 腰 三 角形 是 以 顶 角 的 平分 线 为 对 称 轴 而 左右 对 称 的 。.” 

一 般 的 不 等 边 三 角形 ， 不 用 说 ， 一 根 对 称 轴 也 没有 。 

如 果 底 边 也 相等 ， 即 三 个 边 相 等 ， 就 是 正三 角形 ， 其 对 称 轴 就 有 三 
条 CLA 5-28). 


图 5-27 图 5-28 


在 绘画 中 对 称 性 也 很 重要 ， 不 管 是 等 腰 三 角形 还 是 正方 形 都 是 最 基 
本 的 图 形 〈 见 图 5-29)。 

例如 ， 米 开斋 基 罗 画 的 那 幅 “最 后 的 审判 ”的 画 也 有 着 左右 对 称 的 
构图 ， 其 中 正三 角形 起 了 重要 的 作用 。 
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#HHGDWHEEX 
(1884—1944) 是 世界 上 著名 的 
数学 家 ， 男 一 方面 ， 他 又 提出 
了 “美育 ”的 概念 而 为 人 所 知 。 
因为 他 想 用 数字 来 表示 美的 程 
度 ， 所 以 在 艺术 家 看 来 这 真是 
冒犯 美神 的 狂妄 之 徒 。 

在 访问 日 本 时 ， 他 遇见 过 
日 本 画家 人 竹内 栖 反 〈1864 一 
1942) ， 据 说 那 时 栖 凤 说 过 ， 与 
西洋 画 以 等 腰 三 角形 和 正三 角 
形 为 基础 的 构图 相反 ， 日 本 面 
的 构图 是 以 不 等 边 三 角形 为 基 
础 的 。 栖 凤 的 说 法 ， 是 用 语言 图 5-29 [A] MARX (MER) 

很 好 地 表达 了 非 对 称 美的 日 本 A 
画 的 特色 。 

可 是 始终 站 在 西洋 画 立 场 上 的 伯 克 霍 夫 ， 却 根据 “对 称 性 越 多 ， 美 
的 程度 就 越 多 ”的 想法 ， 定 义 了 “ 美 度 ”， 作 为 图 形 美 的 衡量 标准 。 他 
把 所 说 的 美 度 用 下 列 公 式 来 定义 ， 





根据 这 个 公式 计算 , 正方形 的 美 度 是 1. 50, 正三 角形 的 美 度 是 
1.16, 

现在 来 证 明 一 下 ， 对 于 上 面 已 证 明了 的 “等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 线 
是 底 边 的 垂直 等 分 线 ” 的 道 算 理 也 成 立 ， 即 

“等 腰 三 角形 底 边 的 垂直 平分 线 也 是 顶 角 的 平分 线 。” 

为 了 证 明 该 定理 ,适当 引入 所 谓 相 同方 法 的 逻辑 推论 。 那 就 是 下 面 
所 叙述 的 ， 例 如 “二 叶 亭 四 迷 是 小 说 《浮云 》 的 作者 ”这 人 句 话 是 正确 
的 ， 但 其 逆 却 是 不 正确 的 。 即 不 能 说 “小 说 《浮云 》 的 作者 是 二 叶 学 四 
迷 ”， 原 因 是 林 关 美 子 也 写 了 题 为 《浮云 》 的 小 说 。 

We, “RAWE CTIL) KWEA”, REAR. AA JL) 


112 | 第 5 章 图 形 的 科学 


这 本 小 说 只 有 一 本 ， 除 了 夏目 汶 石 以 外 没有 别人 写 。 也 就 是 其 道 ， 

“《 哥 儿 》 的 作者 是 夏目 激 石 ” 
是 正确 的 。 

这 件 事 ， 一 般 地 可 用 下 面 这 样 的 话 来 表达 ; “A 是 B” 是 正确 的 ， 
进而 又 知道 B 是 唯一 的 ， 那么 “B 是 A” 就 是 成 立 的 。 

把 这 个 推论 称 做 同一 法 ， 并 用 来 证 明 逆 定 理 。 现 在 ， 我 们 使 用 这 一 
推论 来 证 明 上 述 定理 的 道 定理 成 立 。 

“等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 线 是 底 边 的 垂直 平分 线 ” 这 一 事实 已 经 证 
明 过 了 ， 由 于 底 边 的 垂直 平分 线 是 唯一 的 ， 根 据 同一 法 ， 其 赣 成 立 ， 即 
“等 腰 三 角形 底 边 的 垂直 平分 线 是 其 顶 角 的 平分 线 ”。 


5.11 定理 的 联系 


所 谓 证 明 ， 就 是 将 已 经 证 明 过 的 定理 很 好 地 加 以 联系 ， 从 而 导出 新 
的 结果 。 例 如 ， 已 经 证 明了 的 两 个 定理 为 : 
(1) 等 腰 三 角形 顶 角 的 平分 线 ， 是 其 底 边 的 垂直 平分 线 ; 
| (2) 等 腰 三 角形 底 边 的 垂直 平分 线 ， 是 顶 角 的 平分 线 。 
将 此 二 定理 联系 起 来 ， 就 能 证 明 以 下 的 事实 ; 


对 于 四 边 形 ABCD， 当 AB= A 
AD, CB=CD Wł, “BAD 的 平分 db 
线 就 是 了 BCD 的 平分 线 。 
对 此 四 边 形 ， 生 用 直线 把 BD 
连接 起 来 ， 就 作出 了 两 个 等 腰 三 角 B DB D 
形 ， 上 述 二 定理 可 认为 是 适用 的 < 
(HR 5-30). C x 


现在 考虑 ， 把 BAD 的 平分 线 
向 下 延长 并 将 此 过 程 录 到 一 系列 的 
胶片 上 《〔〈 见 图 5-31)。 若 将 此 胶片 分 为 两 部 分 来 看 ， 就 有 前 半 部 分 是 
(1) ， 后 半 部 分 是 〈2) ， 如 图 5- 32 所 示 。 人 也 就 是 胶片 的 两 个 片断 可 以 很 
好 地 连接 起 来 考虑 。 


图 5-30 
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“从 可 能 中 除去 不 可 能 的 ， 剩 下 的 就 是 可 信 的 事实 。 我 把 这 种 由 来 
已 久 的 道理 作为 公理 。” 

在 这 种 方法 中 值得 注意 的 是 ， 应 把 可 疑 者 中 疑点 最 大 者 留待 最 后 处 
理 。 

由 于 狐 猎 的 真 犯人 会 尽量 掩盖 罪证 ， 所 以 直接 去 抓 住 他 是 困难 的 ， 
尺 外 ， 如 果 证 他 感 党 到 已 被 怀疑 时 ， 就 会 因 恐 句 而 逃走 。 因 此 ， 才 故意 
把 他 当 作 和 其 他 怀疑 对 象 一 样 而 消去 。 

这 种 侦探 术 虽 由 李 本 华 的 反感 而 引起 ， 但 它 也 是 数学 的 真理 。 因 为 
在 数学 中 也 常常 有 像 捉拿 狐 独 的 犯人 那样 无 从 下 手 的 地 方 。 因 此 利用 这 
种 反 证 法 的 机 会 是 很 多 的 。 


5.148 EES 


为 了 证 明 三 边 对 应 相等 的 全 等 定理 ， 欧 儿 里 得 昌 然 使 用 了 间接 的 反 
证 法 ， 但 却 没 有 想到 直接 观察 的 方法 。 而 直接 重合 的 证 明 方 法 也 不 是 没 


有 道理 的 。 在 欧 几 星 得 之 后 大 约 500 年 A A 
左右 ， 这 一 raneensengnn NN 
洛 的 几何 学 家 所 发 现 费 洛 方法 的 特色 ， B CR cr 


不 是 所 说 的 使 两 个 三 角形 相 重合 ， 而 是 | , 
使 其 痊 背 相 重 合 。 
有 对 应 边 均 相 等 的 两 个 三 角形 
NABC, AAB’C, HAAB'C Mit ¥ 
使 BC 和 B'C' 重 合 。 这 样 形成 的 四 边 形 ， 
就 是 前 面 出 现 过 的 “ 盾 形 ”， 若 将 A 和 
4' 连 接 起 来 就 构成 了 两 个 等 腰 三 角形 
(HK 5-38). 
SNE FTE MOS > N B c 
Z BAA’ = Z BA'A \ 
ZCAA'=CA'A Y 
PAI RN, PIE ZBAC= ZBA 


图 5-38 
C。 因 此 ， 由 于 4 与 A 所 在 处 的 角 相等 ， | 


5.15 垂直 于 平面 的 直线 | 119 


5.15 垂直 于 平面 的 直线 


考虑 一 下 图 5-42。 





图 5-42 
看 了 这 张 图 以 后 ， 为 了 做 出 垂直 于 平面 的 直线 ， 若 能 做 出 与 平面 上 
的 两 条 直线 相 垂直 的 直线 ， 就 可 以 说 完成 了 任务 。 
这 个 问题 进一步 可 用 数学 来 表达 〈 见 图 5-43), 





图 5-43 

当 平面 c 和 直线 1 相交 于 O 点 时 ， 若 /与 通过 O 点 的 a 平面 上 两 条 
直线 垂直 ， 那 么 它 就 与 该 平面 上 通过 O 点 的 任意 直线 相 垂 直 。 设 /就 是 
OP ， 两 条 直线 就 是 AO 和 BO， 而 RO 就 是 a 平面 上 的 任意 直线 。 由 于 
ZAOP 和 人 BOP BEA, MAW SH ROP RES. 

将 OP 向 O 的 方向 延长 ， 并 取 OP'S FOP, NN /AOP M/AOP' 
为 直角 ， 所 以 

AP=AP’ 
FH, HA ZBOP 和 人 BOP' 是 直角 ， 所 以 
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BP=BP’ 
HBEAABP MAABP', WA 
AP=AP' 
jor 
AB=AB 
因此 根据 三 边 全 等 定理 ， 有 
AABP=AABP' 
BR LAA ZPBR= 7 P'BR, HEBAPAR GAPAR, 有 
Z PAR= / P’AR 
lanzar 
AR=AR 
根据 两 边 夹 一 角 全 等 定理 ， 有 
APAR=AP'AR 
所 以 PR=PR, KRAPROMAPRO, # 
PR=P'R 
RO=RO 
根据 三 边 全 等 定理 ， 有 
APRO=A P'RO 
HA ZPOR=ZP'OR, JRUZPOR BEA. 
即 证 明了 OP 与 通过 O 点 的 平面 上 任意 直线 OR 是 垂直 的 。 
因此 ， 为 了 看 直线 是 否 垂直 于 某 平 面 ， 就 要 看 它 是 否 垂 直 于 通过 交 
点 的 两 条 直线 。 | 
以 上 的 证 明 虽 然 看 起 来 相当 复杂 ， 但 结果 只 是 几 个 三 角形 全 等 定理 
的 组 合 。 


5.16 平行 线 
常识 中 所 说 的 平行 ， 其 意思 是 两 条 直线 的 走向 相同 。 例 如 ， 在 水 平 


面 上 的 两 条 直线 都 朝向 北方 时 ， 就 说 该 两 条 直线 是 平行 的 。 之 所 以 能 够 
这 样 说 ， 是 因为 在 平面 上 的 各 点 方向 都 是 一 定 的 。 曲 线 随 着 其 移动 方向 
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为 此 ， 回 到 “相同 方向 ”这 个 定义 来 看 一 下 。 试 用 第 三 条 直线 来 
切割 两 条 平行 线 。 这 样 做 之 后 就 在 两 个 交点 处 形成 了 角度 ， 叫 做 同位 
角 一 一 像 前 面 已 了 解 的 那样 ， 同 位 角 是 相等 的 〈 见 图 5-46). 

在 此 ， 我 们 的 目的 是 从 “不 相交 ”推出 “ 同 
位 角 是 相等 的 。” 

这 里 不 直接 来 证 明 它 ， 而 首先 证 明 一 下 其 


” 道 。 也 就 是 从 “同位 角 相 等 ”得 出 “不 相交 ” 


来 。 车 同位 角 相 等 ， 那 么 由 所 构成 的 对 顶 角 相 
等 ， 可 得 出 内 错 角 也 相等 。 
在 此 决定 使 用 反 证 法 。 因 为 原来 的 定义 是 否 
定 的 定义 ， 不论 在 何 处 都 必须 使 用 反 证 法 。 
如 图 5- 47 所 示 ， 假 定 “ 相 交 ”， 其 交点 为 图 5-46 
C， 则 折线 YABY' 和 折线 X'BAX， 因 角 一 边 一 
角 相 等 ， 所 以 是 全 等 的 。 


图 5-47 

若 一 方 交 于 C 点 ， 同 样 ， 另 一 方 也 交 于 C 点 。 这 时 ， 就 产生 了 两 条 
不 同 的 直线 同时 通过 C 和 C 两 点 的 矛盾 。 所 以 ， 两 条 直线 是 不 相交 的 。 
由 此 可 以 从 “同位 角 相 等 ”导出 “不 相交 ”来 。 

下 面 证 明 一 下 它 的 道 。 为 此 准备 了 下 述 的 公理 : 

“通过 直线 外 的 一 点 ， 有 一 条 与 该 直线 不 相交 的 直线 ， 且 只 限于 一 条 。? 

虽然 这 是 有 名 的 平行 线 公 理 ， 但 欧 几 里 得 却 用 另外 的 形式 加 以 叙 
述 。 而 用 这 个 形式 来 叙述 的 是 苏格兰 的 普 莱 非 尔 (1748—1819). 

由 于 不 相交 的 直线 只 有 唯一 的 一 条 ， 用 同一 方法 可 证 其 逆 是 成 立 的 。 

“ 当 两 条 直线 平行 时 ， 若 与 第 三 条 直线 相交 ， 则 其 同位 角 相 等 。” 

这 里 “不 相交 ”的 否定 的 定义 ， 换 句 话 来 说 就 等 于 “同位 角 相 等 ” 
的 肯定 的 定义 。 作 为 这 个 定义 的 直线 ， 不 管 延长 到 何 处 都 是 没有 必要 的 。 
所 以 若 相交 于 第 三 条 直线 ， 测 量 同位 角 比 较 一 下 就 可 知道 是 否 平行 。 
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首先 将 = 边 形 分 成 三 角形 〈 分 析 ) 〈 见 图 5- 50) 。 


E 


图 5-50 

求 出 一 个 一 个 三 角形 内 角 的 和 ， 也 就 是 两 个 直角 。 
如 把 它 加 起 来 AM, WA 
2n 个 直角 Ä 
MEAT PARMA ASTRA, ESE NARA 
(2n 一 4) TER 
这 里 再 补充 一 个 与 此 不 同 的 其 他 方法 。 
有 一 条 nn 边 形 的 道路 。 一 辆 汽车 绕 此 道路 跑 一 周 ， 此 时 回 到 起 始 的 位 
由 于 只 转 了 一 圈 ， 因 此 人 它 方 向 的 改变 总 计 是 4 个 直角 LE 5-51), 
对 三 角形 来 说 是 4 个 直角 ， 对 百 边 形 、 干 
边 形 也 是 4 个 直角 ， 这 个 值 是 不 变 的 ， 然 而 若 
是 千 边 形 的话 ， 只 是 方向 的 改变 是 一 点 一 点 进 
行 的 ， 总 计 仍 为 4 个 直角 ， 这 是 不 变 的 。 

多 边 形 顶 点 的 外 侧 角 叫做 外 角 。 由 于 这 个 
外 角 仅 改变 方向 ， 因 此 有 下 述 定理 成 立 : 

“多 边 形 外 角 的 和 为 4 个 直角 。” 图 5-51 

由 该 定理 可 以 得 出 下 述 的 内 角 定 理 。 

在 双 4 边 形 的 一 个 顶点 处 ， 由 于 其 内 角 与 外 角 的 和 为 2 个 直角 ， 其 全 
部 7 个 顶 角 就 有 2x 个 直角 ， 因 此 ， 减 去 外 角 的 和 ， 即 4 个 直角 ， 则 内 
角 的 和 就 成 为 

(2n—4) 个 直角 


置 





5.18 驴 都 知道 


在 《几何 原本 》 第 1 卷 的 第 20 命题 是 
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(1) AC>AB A 
(2) AC=AB 
(3) AC<AB 
真正 的 结果 是 (3)， 现 在 来 考虑 (1) 与 
(2), 2 C 
(1) 看 AC>A4B， 则 根据 前 述 定 理 ， 有 图 5-56 
ZABC> ZACB, XSEMZABC<ZACB 的 
条 件 相 矛盾 。 
(2) 4 AC=AB, 根据 “ 驴 桥 ”定理 ,就 有 人 人 ABC 二 人 ACB， 这 也 
与 已 知 了 ABC 二 了 ACB 相 了 矛盾 。 
K, RE G) 才能 成 立 ， 即 
AC<AB CEH) D 
利用 这 个 定理 ， 立 刻 就 能 证 出 上 述 连 驴 都 知 
道 的 定理 。 


如 图 5-57 所 示 ， 为 了 证 明 在 人 4BC 中 BC< 
4B 十 AC， 可 将 折 起 来 显得 短 了 的 AB 十 AC 拉 直 ， 
立刻 就 显得 长 了 。 即 把 AB 延长 并 使 AD 与 AC 相 
等 ， 则 有 AB+AC=BD, B C 
在 ADBC 中 ， 有 5-57 
LBCD= ZACD+ /ACB>/ACD, | 
Bl AB=AD, MZACD= ADC, RM 7BCD> /BDC, 根据 上 
述 定理 ， 则 有 
BC<BD=AB+AC 
这 样 就 证 明了 连 驴 都 会 知道 的 定理 ， 然 而 使 用 该 定理 去 解决 的 问题 
却 远 非 驴 所 能 解决 的 。 


5.19 ” 驴 解 决 不 了 的 问题 
在 广阔 的 田野 上 有 一 条 河流 ， 笔 直 地 流 着 。 现 在 有 一 头 驴 站 在 A 点 


处 ， 打 算 在 归途 中 顺便 到 河 里 喝 点 水 再 回 到 驴 衫 如 处 。 这 头 驴 已 经 很 累 
了 ， 所 以 想 走 一 条 最 短 的 道路 而 归 。 那 么 究竟 应 选择 哪 条 道路 为 好 呢 
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CHE 5 - 58)? 
fel 2 TB 
AN, A 
NG _ pot 
Vales + ITA L ayes Pet， lit el je 





` 
— m 


图 5-58 

如 果 是 在 直线 的 归途 中 有 水 ， 驴 也 能 望 着 BEHHANRHNHEN,. 
然而 道路 却 是 曲折 的 ， 如 在 A 的 附近 喝 水 时 ，AP 虽 短 ，BP 则 长 。P 
ASB, M BP 短 而 AP 必然 长 ， 即 在 AP 十 BP 中 ，AP 增 大 ，BP 
就 减 小 。 取 什么 样 的 边 才能 使 二 者 之 和 最 小 呢 ? 这 个 问题 不 要 说 驴 ， 就 
EN TIARHUE-TER. 

首先 应 将 APB 这 条 折线 变 成 一 条 直线 。 为 此 ， 可 将 河岸 看 作 一 面 镜 
子 ， 其 中 能 映照 出 召 的 像 。 为 此 可 由 吾 向 XY 引 垂 线 BC, W BC= BC 
( 见 图 5- 59) 。 换 句 话 说 ，XY 是 BB 的 垂直 等 分 线 。 此 时 不 论 已 在 何 处 ， 
总 有 PB 与 PB 相等 。 因 此 ， 可 用 折线 APB' 来 代替 折线 APB， 二 者 的 长 
度 是 相间 的 。 由 此 可 知 APB 最 短 时 应 为 一 条 直线 LA 5-60). 

4 A 


B B 
| | 
x P fr Y X P Y 
I 
Y š, 
图 5-59 图 5-60 


结果 这 相当 于 以 假定 目标 B 来 代替 真正 目标 B， 向 B 走 来 的 一 条 
HR. | | 
这 个 问题 的 解决 虽然 从 本 质 上 说 是 利用 了 上 述 定 理 ， 但 遇 到 这 种 问 
题 ， 不 要 说 驴 根本 解决 不 了 ， 就 是 对 于 没 学 过 几何 的 人 来 说 也 会 感到 困 
HE. 
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柏拉图 把 这 种 在 头脑 中 从 到 达 点 出 发 再 返回 到 出 发 点 ， 以 找 出 作 图 
步骤 的 方法 叫做 解析 法 

虽然 是 改 用 解析 法 等 特别 的 名 称 来 称呼 ， 但 它 仍 是 我 们 日 常生 活 中 
所 常用 的 方法 。 

例如 建造 住宅 ， 先 要 做 出 这 座 住宅 样子 的 设计 图 ， 然 后 再 回 过 头 来 
考虑 如 何 施工 。 再 有 下 象棋 的 人 ， 也 是 先 打 定 主意 把 对 方 的 老将 将 死 ， 
再 回 过 头 考虑 棋 应 如 何 下 。 还 有 坐 火 车 旅行 的 人 ， 总 是 先 设 想 要 在 何 时 
到 达 目 的 地 ， 再 逆 着 这 张 时 间 表 来 决定 应 乘坐 何 时 由 出 发 地 开 出 的 火 
车 。 

只 要 不 是 突然 事件 ， 任 何 有 计划 的 工作 ， 无 例外 地 均 采 用 这 种 解析 
倒 推 法 。 





法 


5.21 与 三 点 等 距离 的 点 


现在 来 看 一 个 稍微 困难 点 的 问题 。 | 

今 在 原野 里 有 三 个 村 庄 ， 他 们 要 共同 建 一 座 会 馆 ， 决 定 建 会 馆 的 地 
方 要 与 各 村 上 庄 的 距离 相等 。 在 何 处 建 合适 就 成 了 一 个 问题 。 

A，B，C 为 村 庄 的 位 置 。 按 照 倒 推 的 方法 首先 4 
是 决定 其 位 置 P ( 见 图 5-64)， 此 时 AP, BP, CP 
HIS, Bl 

AP=BP=CP 

这 里 短兵相接 地 来 解决 此 问题 是 不 行 的 。 还 是 
遵照 教 给 我 们 “难点 分 散 ” 的 笛 卡 儿 的 忠告 ， 把 上 p 
列 条 件 分 为 两 部 分 来 看 一 下 。 即 B 

(1) AP=BP 

(2) BP=CP 

如 图 5-65 所 示 ， 暂 时 先 不 管 (2)， 只 考虑 (1)。 已 经 知道 距离 A 
点 和 B 点 相等 的 点 一 定 是 在 AB 的 垂直 平分 线 上 。 如 把 它 看 成 前 述 问题 
中 的 汽车 道路 ， 那 么 以 后 的 问题 就 和 前 述 问题 相同 ， 即 像 下 面 所 表示 的 
那样 倒 过 来 进行 。 


eC 


0% 


图 5-64 
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AP=BP=CP 平分 线 上 平分 线 上 


图 5-65 
为 了 画图 ， 同 样 倒 过 来 进行 就 可 以 了 。 
我 们 知道 通过 三 个 点 的 圆 的 圆心 ， 就 是 所 要 找 的 这 
个 点 〈 见 图 5-66)。 
现在 稍微 考虑 一 下 下 面 的 问题 。 使 那个 用 合 页 连接 
的 四 边 形 〈 见 图 5-67) 能 够 很 好 地 活动 ， 为 了 做 成 梯 


形 ， 怎 样 做 是 一 个 问题 。 
5-66 


AAAA 


图 5-67 
这 是 给 出 四 个 边 的 长 度 做 出 梯形 。 首 先 认为 
这 样 的 梯形 ABCD 能 够 做 成 。 如 图 5-68 所 示 ， 
在 这 里 通过 DD 点 引 一 条 AB 的 平行 线 ， 就 做 出 平 一 一 一 一 一 一 一 


行 四 边 形 ABED。 为 了 做 出 这 个 梯形 应 当先 做 出 A D 
ADEC, MADEC 可 以 这 样 做 出 : HA ADEC 

的 边 DE=AB, EC=BC—AD, KR=atWYRR IN 
确定 了 。 在 这 里 ， 八 DEC 只 不 过 是 作为 最 终 目 B C 
标的 中 间 目 标 。 A D 


与 此 类 似 的 倒 推 法 应 用 的 例子 ， 还 可 以 举 出 
更 复杂 些 的 乘 火车 旅行 一 事 。 
例如 有 一 天 住 在 东京 的 某 人 打算 当天 到 会 津 


B E C 
若松 办 事 。 这 时 ， 他 要 考虑 些 什 么 呢 ? 


首先 ， 他 会 想到 东京 至 会 津 若松 的 铁路 线 M 5-68 
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( 见 图 5- 69)， 然 后 再 从 到 达 点 的 会 津 阁 松 回 过 头 来 研究 一 下 时 间 表 。 
到 会 津 看 松 的 火车 时 刻 表 如 表 5-1 所 示 。22 : 22 到 达 的 末班车 是 20 : 
30 从 者 山 开 出 的 ， 而 都 山 站 的 火车 时 刻 表 则 如 表 5-2 所 示 。 


12 : 35 13: 40 14 : 10 15 : 20 
18 : 45 17 : 49 19 : 00 19 : 58 





HAMMER A 211 13 A34 RL H AEREA 
及 了 ， 故 无 论 如 何 要 乘坐 19 : 58 BR A BSA RB 
的 火车 。 为 此 ， 就 应 当 乘 坐 15 : 20 A EFOR HA 
火车 。 

不 论 是 谁 ， 都 会 这 样 打算 的 ， 考 虑 的 顺序 是 先 
从 目的 地 会 津 知 松 开始 ， 再 考虑 中 途 的 郡山 ， 从 都 
出 再 想到 上 里 ， 即 是 一 种 倒 推 法 。 这 是 柏拉图 所 说 
的 解析 法 的 一 个 较为 复杂 的 应 用 实例 。 


bE 2 > 
ER 


图 5-69 
OQ ESFERFEMA MR. — BEE 


第 6 半 MEF 


6.1 直线 和 圆 的 世界 


中 世纪 的 伟大 诗人 但 丁 的 名 字 是 人 人 蕴 知 的 ， 然 而 人 们 不 知道 他 还 
是 一 位 很 有 作为 的 数学 家 。 

他 的 长 篇 巨著 《神曲 》 共 分 地 狱 、 炼 狱 、 天 国 三 大 部 分 ， 其 中 地 狱 
有 34 曲 ， 炼 狱 和 天 国 各 有 33 曲 ， 总 共 100 曲 。 这 本 身 就 是 把 数字 巧妙 
地 合成 100。 更 何况 他 在 《神曲 》 中 屡次 提 到 数字 7， 三 部 曲 之 一 的 炼 
狱 是 从 7 个 国家 搜集 资料 完成 的 ， 三 部 曲 之 二 的 地 狱 的 某 城市 有 7 EA 
堡 和 7 个 城 门 。 

和 作品 《神曲 》 中 出 现 7 相同 ， 在 作品 《新 生 》 中 屡次 出 现 数字 9. 
(AT Meee FAO AHR. Wee ee 129046 H8H, 
但 丁 为 了 把 8 日 规定 为 9 日 ， 他 左手 拿 阿 拉 伯 历 书 ， 右 手 据 着 可 以 把 月 
份 从 6 月 份 复原 到 9 BRISA TEA BER ERS D> Bee. WME 
丁 而 言 9 是 频 为 特殊 的 数字 。 

但 丁 不 仅仅 喜欢 数字 而 且 也 特别 厚爱 图 形 。 圆 不 断 出 现在 地 狱 和 天 
国 里 。 圳 着 贝 娅 特 丽 丝 头 的 光 轮 也 是 圆 的 。 诗 人 但 丁 沿 着 希腊 几何 学 发 
展 之 路 用 直 尺 和 圆规 设计 了 他 心目 中 的 天 国 和 地 狱 。 

然而 ， 但 丁 把 创造 了 希腊 几何 学 的 泰勒 斯 和 欧 几 里 得 打 入 地 狱 ， 却 
没有 感到 一 点 不 公平 。 这 娩 怕 是 因为 他 们 不 是 基督 教徒 的 缘故 吧 ! 但 
是 ， 生 在 耶稣 以 前 的 他 们 是 无 法 成 为 基督 教徒 的 ， 因 此 但 丁 对 他 们 的 判 
罪 是 没有 道理 的 。 如 果 你 留心 思考 的 话 ， 就 会 发 现 同样 都 是 地 狱 ,， 但 丁 
却 把 泰勒 斯 和 欧 几 里 得 打 人 最 浅 层 、 略为 好 熬 过 的 地 广 ， 也 许 他 是 经 过 
A. 
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《神曲 》 中 册 现 在 天 使 周围 的 天 体 和 地 狱 的 圆 ， 是 对 中 世纪 的 教 
皇 、 皇 帝 、 诸 侯 的 封建 权力 机 构 的 描绘 。 因 为 他 们 想 利用 完全 对 称 的 贺 
和 球 来 表示 其 权力 机 构 的 牢固 性 。 

《神曲 》 的 精神 创作 基础 是 直线 和 圆 。 同 时 直线 和 圆 也 是 物质 创造 
的 基础 ， 千 姿 百 态 的 成 千 上 万 种 建筑 物 的 结构 形式 都 是 直线 和 圆 的 巧妙 
组 合 和 演变 。 例 如 ， 在 公元 1170 年 设计 的 代表 佳作 哥 特 式 建筑 “巴黎 
圣母 院 ”( 见 图 6- 1) 的 寺院 就 是 如 此 。 不 论 从 上 往 下 看 平面 图 ， 还 是 
从 侧面 看 立体 图 ， 其 所 有 建筑 部 分 都 是 由 直线 和 圆 的 惟妙惟肖 的 组 合 。 


AS 
< E - 
FAT 





OR 

图 6-1 巴黎 圣母 院 大 会 党 的 平面 图 
从 图 6-2 也 可 以 看 出 哥 德 式 建筑 的 特 
点 ， 即 便 是 顶 拱门 也 是 两 个 圆 的 巧妙 组 合 。 
因此 对 中 世纪 的 建筑 
师 们 来 说 ， 欧 几 里 得 写 的 
《几何 原本 》 一 书 是 他 们 
的 必修 科目 。 目 前 在 博物 
馆 里 还 保存 着 中 世纪 建筑 
师 的 徽章 ， 其 中 有 直 尺 和 
圆规 的 组 合 ， 如 图 6-3 
所 示 。 这 说 明 圆 和 直线 是 

当时 建筑 师 们 要 掌握 的 最 重要 的 图 形 。 
不 仅 是 人 类 居住 的 地 方 ， 宇 宙 间 的 其 他 
东西 也 大 都 是 可 以 用 直 尺 和 圆规 画 出 来 的 。 
不 仅 托 勤 密 的 地 心 说 是 许多 圆 的 组 合 ， 而 且 


A 


i 
J 

4» 
Mm 


1 
sd 
Ka 

it 





图 6-2 巴黎 圣母 院 立 体 图 
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6.2 神 的 难题 


只 以 圆 和 直线 作为 图 形 的 核心 不 是 从 中 世纪 才 有 的 ， 这 可 以 追溯 到 
希腊 的 柏拉图 时 代 。 

如 对 图 形 继续 进行 深入 研究 ， 自 然而 然 地 会 发 现 光 用 直 尺 和 圆规 是 
远 远 不 够 的 。 即 使 是 古 希腊 时 期 ， 希 腊 的 数学 家 们 也 已 经 思考 出 直线 和 
圆 以 外 的 曲线 ， 为 些 他们 制造 了 新 的 绘图 工具 。 最 强烈 反对 使 用 让 尺 和 
圆规 以 外 的 新 工具 的 人 是 哲学 家 柏拉图 。 柏 拉 图 把 直 尺 和 圆规 称 为 神圣 
的 工具 ， 把 用 除 此 之 外 的 工具 画 出 的 任何 曲线 都 副 视 为 丑陋 的 东西 。 

这 样 做 的 结果 ， 使 得 文明 古国 希腊 在 这 一 时 期 几乎 停止 了 图 形 的 研 
究 。 把 几何 学 的 研究 关闭 在 只 有 圆 和 直线 的 象牙 塔 之 中 ， 而 把 做 图 限定 
在 可 以 有 限 次 使 用 直 尺 和 圆规 的 范围 内 。 如 果 在 做 图 过 程 中 使 用 其 他 工 
具 的 话 ， 就 如 同 相 扑 比 赛 中 那样 ， 如 果 使 用 摔跤 手段 ， 即 使 把 男 一 个 人 
摔 倒 了 ， 也 会 当做 犯规 行为 论处 。 

在 做 图 工具 上 设置 严格 的 限制 ， 使 得 一 些 本 来 可 以 做 出 来 的 图 形 也 
无 法 完成 。 其 中 有 三 个 有 名 的 难题 。 

第 一 个 问题 是 古老 的 2 倍 立方 体 的 问题 ， 即 用 直 尺 和 圆规 做 比 某 一 
立方 体 的 体积 大 1 倍 的 一 个 立方 体 〈 见 图 6-6) 。 关 于 这 个 问题 流传 着 各 
式 各 样 的 传说 。 其 中 一 个 传说 是 这 样 的 。 公 元 前 400 年 左右 在 阿迪 那 流 
行 着 相当 厉害 的 传染 病 ， 所 以 在 提 洛 岛 的 神殿 上 ， 人 们 向 神 请 示 怎 么 做 
才 可 以 消 灾 避 难 。 神 说 :“ 如 果 把 这 个 立方 体 祭 坛 扩 大 成 2 倍 ， 传 染病 
就 会 停止 ”然而 快速 地 建造 起 长 、 宽 、 高 分 别 是 2 倍 的 祭坛 来 供奉 神 
之 后 ， 并 未 能 使 传染 病 停止 。 困 惑 的 人 们 再 一 次 去 请 示 神 。 神 回答 说 : 
“2 信和 是 说 体积 是 原来 的 2 倍 ， 如 果 长 、 

宽 、 高 都 是 原来 的 2 倍 ， 那 么 体积 是 原来 


的 8 倍 ， 那 是 不 对 的 呀 !” 
然而 ， 建 造 一 座 是 规定 体积 的 2 倍 的 


祭坛 是 困难 的 ， 也 就 是 要 长 、 宽 、 高 是 原 
来 的 /2 倍 ， 即 是 原来 的 1. 2599… 倍 才 行 。 图 6-6 
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只 使 用 直 尺 和 圆规 来 设计 ， 这 是 一 道 难题 。 据 说 人 们 没有 办 法 ， 最 后 只 
得 求教 于 哲学 家 柏拉图 的 智慧 来 解决 。 

柏拉图 听 了 这 个 问题 ， 百 思 不 解 ， 只 好 说 : “ 听 到 上 述 故 事后 有 一 
种 感觉 ， 神 是 不 论 天 南海 北 ， 都 一 视 同 仁 的 .” 现 在 想来 ， 大概 神 当初 
是 想 要 长 、 宽 、 高 是 原来 的 2 倍 ， 体 积 是 8 倍 的 和 祭坛。 然而 因为 这 样 并 
未 使 传染 病 的 蔓延 停止 ,为 了 推 拖 ， 只 好 把 要 求 改变 了 ， 说 成 把 体积 做 
成 原来 的 2 倍 。 其 实 ， 这 是 一 道 长 、 宽 、 高 只 稍微 增加 到 大 约 1.2 信和 的 
问题 ， 由 于 这 个 问题 当时 不 能 解决 ， 所 以 就 给 传染 病 不 会 停止 的 说 法 找 
到 了 借口 。 

这 是 所 谓 推 托 手法 的 一 个 问题 ， 也 有 与 此 相似 的 其 他 故事 。 吕 底 亚 
国王 克 罗 索 斯 在 位 时 ， 曾 野心 勃勃 地 想 吞 并 波斯 国 。 为 此 ， 他 向 阿波 罗 
神 请 示 。 神 有 “一 攻打 波斯 国 ， 就 使 大 帝国 灭亡 ”的 告示 。 利 令 智 骨 的 
克 罗 索 斯 亲自 率 大 军 去 攻打 波斯 国 。 长 年 战争 大 量 耗 费 ， 使 国家 战败 灭 
亡 ， 自 己 也 当 了 俘虏 。 愤 怒 的 克 罗 索 斯 要 找 阿 波 罗 神 算账 。 可 是 神 的 回 
答 是 清楚 的 :“ 确 实 使 大 帝国 灭亡 ， 所 说 的 那个 灭亡 的 大 帝国 不 是 波斯 
国 ， 实 际 是 指 你 的 国家 。” 这 样 一 来 ， 使 克 罗 索 斯 无 言 以 对 ， 乖 乖 离 去 。 

即使 解决 不 了 立方 体 2 倍 的 问题 ， 也 不 必 担 心 会 使 其 他 国家 灭亡 ， 
阿迪 那 的 传染 病 也 不 会 在 这 期 间 停 止 。 但 是 这 个 问题 谁 也 没有 解决 。 是 
神 巧 妙 地 提出 了 这 个 这 。 实 际 情况 是 许多 学 者 和 门外汉 都 力求 解答 这 个 
问题 ， 结 果 全 都 以 失败 而 告终 。 大 约 在 19 世纪 中 期 ， 有 人 首先 证 明 这 
个 问题 用 直 尺 和 圆规 是 不 能 解答 的 ， 所 以 这 个 问题 是 二 千 多 年 间 , 令 人 
们 向 往 的 香 恼 问题 。 on 于 多 年 元 人 解剖 是 很 少见 的 ， 

当然 ， 所 谓 “ 不 能 解 ”， 
mE ARLE 
圆规 ”这 个 条 件 。 如 果 使 用 其 他 
手段 的 话 自 可 迎刃而解 ， 这 就 又 
当 别 论 了 。 

思想 开放 的 笛 卡 儿 从 “只 有 
直线 和 圆 是 神圣 ”的 偏见 中 完全 
解放 出 来 ， 创 造 了 如 图 6-7 所 
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示 的 仪器 工具 解决 了 这 个 问题 。 

在 图 6-7 中 ， 直 尺 YZ 和 YX 以 了 点 为 支点 ， 支 点 能 够 自由 开 闭 。 
HR BC 和 YX MERA) ER CD 和 YZ 固定 成 直角 且 可 沿 YZ IH 
Hea; 同样 直 尺 DE 和 YX 固定 成 直角 且 能 够 沿 着 YX 边 自由 滑动 ; 
直 尺 EF，FG，GH… 也 同样 可 以 沿 直角 边 滑动 。 此 刻 张 开 人 XYZ 使 
YE 等 于 YB 的 2 倍 时 停止 ZXYZ 的 继续 张 开 ， 根据 相似 形 原理 下 列 公 
式 成 立 : | 


YB YB YC YD YB 
YC: 
YB 

YC 
从 而 求 出 5 的 值 。 


假设 不 准许 笛 卡 儿 使 用 新 创造 的 工具 画 曲 线 ， 规 定 他 只 能 用 直下 和 
圆规 的 话 ， 币 卡 儿 也 不 能 求 出 上 题 的 结果 。 和 卡 儿 生 于 17 世纪， 当时 
机 器 已 经 在 生产 中 广 为 应 用 ， 因 此 ， 重 视 机 器 是 理所当然 的 。 


6.3 圆 的 四 边 形 化 


下 边 首先 讨论 角 的 三 等 分 问题 ， 这 也 是 当时 的 一 道 难 题 ， 即 有 限 次 
使 用 直 尺 和 圆规 是 不 能 把 角 平 分 成 三 等 分 的 。 这 个 问题 和 立方 体 的 2 倍 
问题 在 19 世纪 同时 被 证 明 无 解 。 

然而 如 果 使 用 直 尺 和 圆规 的 个 数 没有 限制 ， 那 么 完成 角 三 等 分 就 会 
变 得 机 械 而 简单 了 。 

如 图 6-8 所 示 ，XYZ 的 大 小 可 由 支点 
开 闭 来 改变 ，4 是 横 辟 固定 点 ，AB 和 BC 的 
长 度 不 变 。 先 使 
| YA=AB=BC 

BAZAR XY E, CEYZ 上 可 以 自由 滑动 。 


2 


2 
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将 一 根 棒 立 在 地 面 上 ， 在 棒 的 位 置 上 有 两 条 直线 相交 ， 交 叉 的 角度 
没有 特别 指定 ， 任 意 角度 都 可 以 。 交 叉 角 度 之 间 ， 如 图 所 示 画 以 斜 线 。 
现在 开始 投 较 ， 投 中 了 ， 棒 就 大 上 了 图 。 但 圈 落 的 位 置 可 能 是 多 种 多 
样 ， 然 而 不 管 圈 落 在 什么 位 置 上 ， 只 要 圈 投 中 了 ， 用 斜 线 部 分 切 开 的 两 
部 分 弧 的 长 度 之 和 是 一 个 定 值 。 

真 的 是 这 样 吗 ? 也 许 有 的 人 纳闷 儿 ， 如 果 你 认为 是 谎话 ， 不 可 信 ， 
不 妨 做 上 100 次 套 圈 游戏 ， 之 后 再 自行 观察 ， 看 是 否 积 结论 一 致 。 这 里 
可 作 如 下 说 明 。 

首先 ， 改 变 一 下 思考 方法 ， 把 本 来 是 投 圈 在 动 ， 变 为 图 不 动 而 地 面 
平行 移动 的 情况 。 

如 图 6-15 fim, KH, HR AC 与 A'C 平行 ， 直线 BD 与 直线 
B'D' 平 行 。 

因为 用 平行 的 纺 分 割 ， 所 以 4 一 Ce， 
BB’ = DD: ABA AB ABT EDEM ZA’ + 
DD! WE BA MED.» Bil 

ABT EDF AA’ t DD’ ~ BA’ — CD’ 
同样 

A’B’ + CD’ = CC’ t BB’ — BA’ ~ CD’ 

比较 上 述 两 个 公式 ， 因 为 

AA’ + BD! = EC’ + BB’ 





所 以 | 2 一 
ABt+ CD= A’B’t+ CD’ 
因此 ， 就 是 不 做 100 次 套图 游戏 ， 也 一 

十 CD' 相 等 的 。 图 6-16 


特殊 情形 ， 就 是 棒 在 圈 的 边 上 ， 也 可 
以 知道 用 相同 角度 切 开 的 弧 最 终 是 相等 的 ， 如 图 6-16 所 示 ， 即 
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大 家 都 知道 ， 由 图 6- 32 可 知 ， 平行 四 边 形 面积 的 一 半 是 三 角形 的 


面积 。 
1 1 
IN ZN: po ]-% 


图 6-32 

能 有 这 样 的 面积 就 可 以 看 出 三 角形 绝 不 是 简单 元 素 ， 是 由 正方 形 一 
长 方形 一 平行 四 边 形 的 顺序 推导 出 来 的 元 素 。 

因而 ， 在 底 边 和 高 度 相 等 的 范围 内 ， 形 状 不 同 的 三 角形 面积 相同 。 
这 是 一 条 重要 结论 。 侈 如 汽车 行驶 的 道路 和 电车 行驶 的 道路 互相 平行 ， 
以 一 定 长 度 的 电车 为 底 边 和 以 汽车 为 顶点 画 出 的 三 角形 面积 ,不 管 汽 车 
和 电车 怎么 随便 移动 ， 只 要 底 边 和 高 度 不 变 ， 三 角形 的 面积 都 是 不 变 
的 ， 如 图 6- 33 Bra. 





图 6-33 
利用 这 个 面积 不 变 定理 可 以 把 多 边 形 改变 为 三 角形 。 
如 图 6-34 所 示 ， 设 有 一 个 多 边 形 ABCDE…， 现 在 想 把 这 个 多 边 形 
变 为 三 角形 。 在 减少 多 边 形 ABCDE… 的 角 的 数目 B 





过 程 中 决定 先 减 少 平坦 角 D， 可 按 如 下 顺序 进行 。 

通过 C 点 引 BD 的 平行 线 CC 与 ED 的 延长 线 交 于 

C 点 ， 则 因为 ! 
ABCD=ABC'D c' D E 

所 以 多 边 形 ABCDE… 减 少 了 一 个 角 ， 变 成 了 多 边 图 6- 

É ABCE.…， 并 且 多 边 形 ABC'E… 和 多 边 形 AB- 

CDE… 面 积 相 等 。 就 这 样 ， 把 面积 不 变 而 角 的 数目 可 以 依次 减少 一 个 的 

工作 做 下 去 …… 最 后 ， 就 可 以 将 任意 的 多 边 形变 成 三 角形 。 





t 
i 
1 
j 
1 
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欧 几 里 得 从 A 点 引 垂直 于 直线 BC 的 线段 G 

AL， 请 注意 欧 几 里 得 是 如 何 把 正方 形 BCED | Gj 

简洁 巧妙 地 分 成 两 份 的 。 DA 
也 就 是 说 欧 几 里 得 的 目的 是 让 : PAN 
正方 形 ABFG = 长 方形 BDLM BU Efe 


正方 形 ACKH = 长 方形 CELM 

如 果 证 明了 第 一 个 等 式 ， 则 第 二 个 等 式 同 
理 可 证 。 所 以 这 里 只 证 明 第 一 个 等 式 。 第 二 个 D LE 
等 式 留 给 读者 去 证 明 。 图 6-37 

从 面积 定理 知道 ， 正 方形 ABFG 的 面积 
EAFBC 面积 的 2 信 ， 同 样 立刻 知道 长 方形 BDLM 的 面积 是 人 AABD H 
积 的 2 倍 。 剩 下 的 部 分 是 人 AFBC MAABD 的 关系 。 

比较 这 两 个 三 角形 ， 就 会 看 出 这 两 个 三 角形 的 面积 相等 ， 而 且 细 观 
察 会 发 现 似乎 是 全 等 三 角形 。 

比较 两 个 三 角形 的 边 有 

BF=AB 

BC= BD 
两 边 之 间 的 夹 角 

7 FBC= ZABCH EA 

ZABD= 人 ABC 十 直角 

所 以 | 

Z FBC=_/ABD 

符合 两 个 三 角形 的 全 等 条 件 。 因 此 ， 

AFBC=AABD 
”当时 能 做 出 这 个 证 明 题 仍 然 是 相当 困难 的 。 无 怪 乎 英国 和 法 国 的 学 生 把 

它 称 为 “ 驴 桥 ” 那 种 的 难题 。 在 考试 的 时 候 ， 这 个 定理 的 证 明 使 得 不 少 
学 生 抱 头 沉 思 、 无 从 下 手 。 诗 人 哈 叶 纳 这 样 形 容 考 场 的 景象 : 

Seas ses 谁 也 和 弄 不 明白 。 可 是 每 个 学 生 又 确 确 实 实地 知道 ， 不 能 证 明 
毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 无 论 是 谁 都 要 毫 无 例外 地 留级 。 多 少 学 生 惧 不 得 能 使 
毕 达 哥 拉 斯 的 灵魂 附 体 。 但 另 一 方面 ， 出 题 的 教官 们 也 许 是 让 上 供 的 后 
的 灵魂 附 了 体 ， 才 那样 固执 已 见 。 
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在 理解 诗人 讽刺 意思 的 同时 ， 使 我 们 想起 了 毕 达 哥 拉 斯 的 灵魂 的 轮 
回 说 ， 即 关于 发 现 这 个 定理 的 时 候 ， 毕 达 哥 拉 斯 由 于 兴奋 过 度 ， 为 了 问 
神 表 示 谢 意 而 杀 牛 作为 供品 祭神 的 传说 。 

这 是 一 个 很 有 名 的 故事 ， 在 各 种 故事 书 中 都 钙 引 用 卫 。 人 然而， 最 早 
是 说 用 一 头 商 牛 ， 之 后 逐渐 增多 了 ，…… 最 后 说 成 是 100 LA, BEBA 
人 沙 米 索 (1781 一 1838) 创作 了 这 样 一 首 诗 : 

从 愚 夯 世界 中 看 见 真理 的 光芒 ， 

FERIEN, 

著名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 

过 去 、 现 在 都 通用 。 


FARMA GS, 

他 把 光 赠 给 了 和 神 。 

HE AA REG HN 100 头 牛 ， 
表达 了 深厚 的 谢意 。 


牛 都 感觉 到 发 现 了 新 定理 ， 
如 果 这 个 世界 有 穿 透 一 切 的 声音 。 


He xk Har Bik + RBA T 

牛 没 有 反抗 光 的 力量 ， 

刚 一 闭 眼 就 发 抖 。 

诗人 有 着 独 出 心 裁 的 夸张 爱好 ，100 头 牛 是 过 分 夸张 了 。 第 一 ， 收 
抬 牛 内 本身 就 是 一 件 相当 困难 的 事 。 有 一 个 人 在 他 的 诗 中 又 添 了 几 句 诗 
句 ， 那 个 人 是 英国 的 数学 家 道奇 森 。 对 道奇 森 这 个 名 字 ， 很 多 人 感到 陌 
生 。 但 是 谁 都 知道 《爱丽 丝 梦 游 仙 境 》 这 本 畅销 书 的 作者 刘易斯 。 卡 罗 
尔 ， 而 刘易斯 ， 卡 罗 尔 就 是 道奇 森 的 笔名 。 

100 头 也 轻 ， 其 他 什么 也 婴 ， 从 这 个 定理 的 重要 性 来 说 ， 科 学 家 们 
不 能 不 采纳 这 个 定理 。 其 原因 是 这 个 定理 是 用 贡 奉 100 头 乃 至 1 FAE 
也 换 不 回来 的 极其 重要 的 定理 。 
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6.7 长度 计算 法 


有 关 求 解 正方 形 的 面积 是 多 少 的 一 个 定理 ， 为 什么 会 如 此 重要 呢 ? 
用 一 句 话 来 说 就 是 因为 毕 达 哥 拉 斯 定理 既是 面积 的 定理 ,同时 又 是 求解 
长 度 的 定理 。 

例如 ， 设 这 里 有 如 图 6-38 所 示 的 6 张杨 枫 米 由 大 小 的 一 个 房间 。 从 
图 上 知道 房间 是 长 度 为 2 张杨 机 米 “ 指 其 长 边 的 2 倍 )、 宽 度 为 1.5 张 
榴 栅 米 的 长 方形 。 假 设 现在 有 必要 测量 房间 内 对 角 线 的 长 度 。 不 用 说 ， 
房间 中 如 果 没 有 摆设 任何 家 有 共和 其 他 物品 ， 那 么 进行 测量 是 轻而易举 的 
事 。 然 而 如 果 房 间 中 有 碍 手 碍 脚 的 障碍 物 横 在 那里 不 能 直接 测量 ， 这 时 
候 怎样 做 才能 算出 房间 对 角 线 的 长 度 呢 ? 

有 各 种 各 样 计 算 房 间 对 角 线 长 度 的 方法 。 
例如 经 常 使 用 的 缩 图 法 。 因 为 长 度 为 2 KM 
X, REA 1.5 张杨 栅 米 ， 过 于 大 了 ， 所 以 把 
房间 缩小 为 长 度 2 厘米 ， 宽 度 为 1.5 厘米 的 模 
型 ， 再 测量 其 对 角 线 的 长 度 。 这 是 方法 之 一 。 
因为 在 这 种 情况 下 对 角 线 的 长 度 为 2.5 厘米 ， 
把 单位 厘米 换算 成 栅 栅 米 的 单位 张 〈 杨 杨 米 的 
长 边 ) ， 则 答案 为 房间 对 角 线 的 长 度 是 2.5 KK. MITRE 
依据 是 下 面 要 叙述 的 相似 原理 。 

如 果 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 可 按 下 列 程序 进行 计算 。 

由 于 房间 是 长 方形 ， 它 由 对 角 线 把 它 分 成 两 个 直角 三 角形 ， 所 以 可 
以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 设 房间 对 角 线 的 长 度 为 zx GK), W 

241.5 =1x 

4+2.25=x* 

6. 25= 7" 

寻找 一 个 数 的 平方 是 6. 25 的 数 ， 则 这 个 数 是 122.5. ARMA 
道 房间 的 对 角 线 长 度 的 答案 是 2. 5 TEMA 





O 日 本 人 用 以 衡量 房间 面积 的 单位 ， 即 草 垫 子 。 一 一 译 者 注 
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明了 ， 仅 给 出 了 图 示 〈 见 图 6-40)， 和 希望 读者 自己 考 
FE UE BA 

图 6-41 就 是 利用 “分 割 、 排 列 ” 原 理 做 出 来 的 。 
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“几何 学 家 的 几乎 全 部 生涯 都 是 在 闭 着 眼睛 思考 当中 渡 过 的 。” 

这 种 说 法 显然 是 说 几何 学 这 门 科学 是 适合 盲人 研究 的 学 问 。 这 未 免 
过 于 夸张 了 。 

上 面 这 名 话 是 法 国 百 科 全 书 派 的 代表 人 物 狄 德 罗 (1713—1784) 在 
《 论 盲人 书简 》 中 的 一 段 节录 。 

盲人 比 视 力 正 常 的 人 更 适合 于 研究 儿 何 学 的 主张 ， 从 普通 常识 来 
说 ， 不 过 是 一 种 胡说 。 因 为 在 数学 中 ， 与 算术 以 及 代数 等 相 比 较 以 图 形 
作为 学 问 的 几何 学 ， 特 别 依赖 于 眼睛 ， 没 有 了 眼 本 就 寸步 难 行 。 

可 是 也 应 该 注意 到 这 个 说 法 具有 极其 深刻 的 意义 。 从 前 ， 我 们 思考 
出 来 的 图 形 的 全 等 ， 就 是 规定 让 和 他们 完全 重合 。 让 他 们 重合 的 步 又 是 闭 
着 双眼 也 可 以 做 到 的 。 剪 下 两 个 三 角形 的 两 张 纸 片 ， 把 它们 对 合 在 一 
起 ， 再 摸 摸 它 们 俩 是 不 是 一 样 大 小 ， 这 确实 不 必要 用 眼睛， 只 要 手 摸 摸 
即 可 ， 即 重合 (全 等 ) 是 触觉 领域 的 一 道 手续 。 | 
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图 6-43 

例如 ， 用 间 样 的 图 画 纸 复印 二 张 1 : 2 的 物品 ， 把 它们 平行 地 放 在 
1 : 2 的 距离 上 ， 从 一 点 看 比例 为 1 和 比例 为 2 的 物品 ， 可 以 发 现 它 们 是 
重合 的 。 

规定 把 这 种 能 从 一 点 看 穿 平 行 放置 的 两 个 图 形 岂 做 互相 相似 ， 可 以 
知道 照相 就 是 基于 相似 的 原理 。 

相似 更 正确 的 说 法 应 如 下 描述 。 

从 一 点 口 引 直线 到 两 个 平行 平面 P MP), RAMA ARAS, 
OA4A 任何 时 候 都 是 O4 的 2 倍 。 因 此 如 果 让 A' 在 那个 图 形 上 移动 ， 则 A 
点 任何 时 候 都 是 OA' 的 中 点 。 因 而 ， 如 把 橡皮 筋 的 一 端 挫 在 O 点 ， 证 另 
一 端 在 A 点 移动 ， 则 在 橡皮 筋 的 中 点 A， 就 可 画 出 和 P' 平 面 上 的 图 形 
相似 的 图 形 ， 如 图 6-44 所 示 。 





图 6-44 


在 P FH EKREM P 平面 上 的 图 形 完全 相似 。 

把 位 置 A 和 A 叫做 两 个 图 形 处 在 相似 的 位 置 。 

把 O 点 叫做 相似 中 心 。 眼 睛 的 位 置 就 是 相似 中 心 。 

这 个 定义 还 可 进一步 叙述 为 : 

从 一 个 定点 O 引 任意 的 直线 和 图 形 P 相交 ， 设 交点 为 4， 在 那 条 线 
ERA KOA ROA 之 比 是 一 定 值 。 此 时 A' 永 远 在 P' 上 上 。 反 过 来 说 ， 
如 从 PP 平面 上 的 点 A' 开 始 取 A 点 。 而 此 点 任何 时 候 都 在 已 上 时 ， 则 把 
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P 和 PP 叫做 相似 的 位 置 ，O 叫做 相似 中 心 ， 从 O 点 同时 看 穿 的 两 个 点 A 
和 A ， 称 为 对 应 点 。 

适当 地 移动 两 个 图 形 能 获得 相似 的 位 置 ， 则 称 这 两 个 图 形 是 相似 
的 。 l 

例如 ， 两 个 正方 形 永 远 相 似 。 正 方形 在 下 述 位 置 ， 沿 一 方 移动 下 
去 ， 如 果 中 心 重 县 则 可 以 具有 相似 位 置 ， 如 图 6-45 所 示 。 


` + 
e 
~ + 
MA 
ros 
A 
h rd A 


图 6-45 
这 个 结论 就 曲线 而 言 也 是 如 此 。 例 如 两 个 圆 ， 则 与 它们 的 大 小 无 关 
是 相似 的 ， 如 图 6-46 Bras. 


oO aA) 6) 


6-46 
即 移动 两 个 贺 ， 只 要 两 个 圆 的 中 心 重 登 就 处 于 相似 的 位 置 ， 相 似 中 
心 必定 是 两 个 圆 的 共同 中 心 。 


6.9 相似 和 比例 


如 图 6-47 所 示 ， 在 画 着 等 间隔 直线 格子 的 笔记 本 上 引 一 条 斜 直线 ， 
这 条 和 斜 直线 就 会 被 直线 等 分 。 这 是 为 什么 呢 ? ' 

首先 ， 由 于 图 中 AB== BC， 很 容易 推导 出 AB 
一 BC'。 为 了 得 出 AB’ =BC, MAKRSIADE 
行 于 AB ， 从 吾 点 引 了 五 平行 于 BC， 让 我 们 来 比较 
一 下 AADB“ 和 和 ABEC 就 可 发 现 ， 

A'D=AB 

B'E=BC 
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因为 AB=BC, $ 


A'D=B'E 

[eow pae 

ZA'DB'= Z B'EC' 
根据 两 角 夹 一 边 的 三 角形 全 等 定理 ， 则 

AA'DB' = AB'EC' 
因而 4'B“ 一 BC ， 同 样 道理 可 以 证 明 ，B'C' ，CD“ ，… 全 都 相等 。 

使 用 这 个 方法 ， 在 具有 一 定 宽度 的 平行 线 之 间 ， 可 以 引 无 数 条 等 间 
隔 的 平行 线 。 例 如 ， 如 果 要 把 带子 三 等 分 ， 一 般 的 作法 是 这 样 的 ， 把 长 
度 为 30 厘米 的 刻度 尺 斜 着 放 在 带子 上 ， 以 10 厘米 长 为 间隔 ， 作 四 条 平 
行 线 就 可 以 了 CLA 6-48). 


图 6-48 
一 般 来 说 ， 由 等 间隔 刻度 尺 的 刻度 上 引出 的 平行 线 是 等 间隔 的 。 
如 在 这 些 平 行 线 上 ， 横 放 上 一 根 直 而 光 
滑 的 棒 ， 则 这 根 棒 也 被 分 成 了 等 间隔 的 刻度 。 
而 且 如 果 想 使 刻度 更 细 的 话 ， 可 将 尺寸 再 分 
成 10 等 分 ， 则 相应 地 棒 也 就 被 进一步 地 10 等 
RY CRA 6-49)。 有 兴趣 者 可 以 一 试 。 
如 果 用 放大 镜 看 等 分 的 情况 ， 则 如 图 6 - 图 6-49 
50 所 示 。 





6-50 
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BEAR, Wee AB M A’B’, BC ABC, CD ACD BEF, 
面 且 它 们 的 比值 也 相等 ， 即 

AB! BC CD’ _ 

AB BC CD 














图 6-53 图 6-54 


因为 各 边 是 各 和 平行 的 ， 所 以 它们 之 间 的 角 一 个 地 接 一 个 相等 。 
( 见 图 6-54), 

归纳 以 上 情况 ， 如 果 两 条 折线 相似 ， 可 以 得 出 下 述 两 点 结论 。 

CL) 对 应 边 的 比 相 等 。( 等 比 》 

(2) 对 应 角 相 等 。( 等 角 ) 

因此 分 析 相 似 的 概念 ， 就 成 为 所 谓 的 等 比 和 等 角 的 两 个 概念 ， 即 

, /等 比 

相似 等 角 

到 目前 为 止 ， 如 果 就 关于 相似 的 定义 而 言 ， 那 么 等 比 和 等 角 有 着 同 
样 重要 的 结果 和 意义 。 

有 两 条 折线 ABCD…，AB'C'D'…， 如 果 这 两 条 折线 对 应 边 的 比 相 
等 ， 即 

AB’_BC CD |. 

AB BC CD 
并 且 它 们 的 对 应 角 相 等 ， 即 

ZABC= ZA'B'C’, /BCD= /BCD’ = 
那么 ， 这 两 条 折线 相似 。 

这 样 思考 ， 就 知道 全 等 是 相似 的 一 个 特例 ， 当 扩大 的 比例 数 在 特殊 
情况 下 为 时， 两 个 相似 的 图 形 也 就 是 全 等 的 图 形 。 

两 端 是 任意 开放 的 折线 如 果 相 似 ， 则 连接 两 端 结合 成 的 多 角形 也 相 
似 ， 即 马上 知道 ， 在 图 6-55 中 ， 用 点 线 表示 的 线段 仍 在 相似 的 位 置 上 . 
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从 以 上 实例 可 引出 三 角形 的 相似 定理 。 
在 边 一 角 一 边 折线 ABC 和 ABC 中 ， 


A'B’ „BC 
AB 


则 折线 ABC 和 折线 A B'C' 相 似 ，A ABC 和 AA’B'C' 是 相似 三 角形 O 
图 6-56). 





» ABC= LAA'B'C' 


> 


vv 





图 6-55 图 6-56 
总 而 言 之 ， 如 果 扩 展 两 边 夹 一 角 〈 边 一 和 角 一 边 ) 的 全 等 定理 ， 则 应 
该 看 出 下 列 的 定理 成 立 : “如 果 两 个 三 角形 的 两 条 边 成 比例 且 这 两 条 边 
的 夹 角 相等 ， 那 么 这 两 个 三 角形 就 是 相似 三 角形 。” 
同 理 ， 扩 展 两 角 夹 一 边 的 全 等 定理 ， 下 述 定理 也 成 立 :“ 如 果 两 个 三 角 
形 的 两 个 角 相 等 ， 那 么 这 两 个 三 角形 是 相似 三 角形 。”( 见 图 6- 57)。 


DL AA 


图 6-57 图 6-58 
在 这 种 情况 下 可 以 不 考虑 边 的 长 度 。 如 果 两 个 三 角形 有 两 个 角 相 
等 ， 由 于 三 角形 三 内 角 之 和 是 180"， 所 以 剩 下 的 一 个 必然 是 相等 的 。 
对 应 于 三 角形 的 三 边 全 等 定理 ， 有 下 述 定理 : “如 果 两 个 三 角形 的 
三 个 边 成 比例 ， 则 这 两 个 三 角形 相似 。” CILA 6-58), 
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如 果 要 想 证 明 这 个 定理 ， 首 先 要 规定 合适 的 相似 中 心 ， 之 后 把 
AABC 按 照相 同 的 比例 扩大 或 缩小 成 4AA' BC", FLA ABC HA ABC 
相互 比较 ， 检 查 这 两 个 三 角形 是 否 全 等 。 详 见 图 6 - 59。 


4 A” A 
O 


R” C" 7 B' C’ 
图 6-59 


为 此 目的 可 以 利用 三 边 全 等 定理 。 

如 果 巧 妙 地 利用 相似 和 比例 的 关系 ， 就 可 以 在 图 上 求解 出 所 要 计算 
的 比例 值 。 

例如 ， 马 铃 薯 每 公斤 (1000 克 ) 售 价 30 As, MAX BERRY 
售 价 是 多 少 呢 ? 为 了 方便 地 查找 马铃薯 的 重量 和 价格 之 间 的 关系 ， 制 作 
了 一 张 如 图 6-60 所 示 的 图 表 。 表 的 左右 w ax 
两 边 分 别 直立 着 一 个 标尺 ， 其 中 左边 的 10 
标尺 表示 重量 ， 由 下 端 刻度 0 向 上 端 数 p 
值 逐 渐 增 加 ， 右边 标尺 是 价格 刻度 ， 自 
上 而 下 数值 由 小 变 大 。 因 为 0 EBAH 
售 价 O 日 元 ， 所 以 用 直线 连接 0 克 和 0 30 
日 元 两 点 ; 再 用 直线 连接 1000 克 和 30 100 
日 元 两 点 ， 设 两 条 直线 的 交点 为 P。 则 ° 6o 
这 张 图 就 可 以 表示 马 铃 茵 的 重量 和 和 售 价 
的 关系 。 例 如 ， 想 求 300 HEARNE 图 6-60 
价 多 少 ? Wet P 点 和 重量 300 克 点 作 一 直线 交 于 日 元 标尺 线 上 一 点 ,为 
9 日 元 ， 则 9 日 元 即 所 求 。 相 反 ， 如 想 买 50 日 元 的 马铃薯 ， 则 连接 50 
日 元 和 卫 点 的 直线 交 于 重量 标尺 线 上 的 那 一 点 ， 就 是 50 日 元 要 买 的 马 
ABER. 

从 相似 三 角形 定理 ， 立 刻 就 会 明白 其 中 的 道理 。 

要 想 知 道 所 画 一 条 条 直线 的 图 像 是 什么 样子 ， 可 在 已 点 用 针 把 一 条 
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图 6-62 正 十 二 面体 图 6-63 KAPA 


而 且 ， 在 阿尔 插 斯 山脉 以 北 的 某 地方 ， 考 吉 挖 气 出 形状 为 正 十 二 面 
体 的 古代 青铜 器 具 ， 如 图 6-64 所 示 。 这 个 做 工 精湛 的 青铜 器 到 底 是 玩 
AN? RPV? PEERK? 直到 现在 还 没有 考证 清楚 。 也 许 是 什么 具 
有 宗教 色彩 的 物品 吧 ! 总 之 不 论 是 鄂 一 种 东西 ， 都 是 以 说 明 ， 在 意 大 
利 ， 自 古 以 来 ， 人 们 就 确实 知道 正 十 二 面体 的 图 形 。 住 在 意大利 南部 的 
毕 达 哥 拉 斯 ， 把 正 十 二 面体 中 的 一 个 面 所 构成 的 五 角形 的 项 点 间隔 相 
连 ， 做 成 的 五 角 星 作为 他 们 的 徽章 确实 有 点 不 可 思议 。 

有 人 认为 这 不 过 是 枚 微 章 凡 了 ,奇怪 的 是 ， 
这 枚 徽章 成 了 推翻 他 们 的 字 宙 观 的 定时 炸弹 。 fo 

AB GE RGA RSI “OT ARR” HEH, E 
线 也 就 是 点 的 集合 。 好 像 是 由 横向 排列 的 念珠 组 N 
成 。 

即 毕 达 哥 拉 斯 的 世界 是 由 像 新 闻 照 片 的 网 孔 
那样 的 微小 的 点 形成 的 。 图 6-64 古代 青铜 器 具 

因此 ， 所 有 直线 的 长 度 就 变 成 为 仅仅 是 念珠 
的 数 。 设 珠子 的 直径 是 >，r 的 整数 倍 称 为 zz 值 。 因 而 若 比 较 两 条 直线 
的 长 度 ， 则 两 条 直线 的 长 度 比 就 是 珠子 的 个 数 比 。 如 图 6-65 所 示 。 也 
就 是 说 所 有 的 长 度 之 比 都 等 于 整数 和 整数 之 比 。 这 是 从 所 谓 “ 万 物 都 是 
数 ” 的 毕 达 哥 拉 斯 原理 推导 出 来 的 当然 结论 。 

然而 ， 他 们 发 现在 五 角 星 徽章 中 有 和 “万 物 都 是 数 ” 的 原理 相 矛 盾 
之 处 。 问 题 出 在 连接 五 角 星 顶点 的 直线 即 对 角 线 上 面 。 五 角 是 徽章 如 图 
6-66 所 示 。 
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图 6-65 图 6-66 


根据 毕 达 哥 拉 斯 宗教 团体 的 信念 ， 五 角 星 应 该 是 在 4AB 和 AC 上 有 
最 大 公约 数 ， 它 可 以 有 限 次 地 用 欧 几 里 得 的 互 除 法 找 出 。 


6.12 五 角 星 的 秘密 


果真 用 有 限 次 除法 就 可 以 运算 完毕 吗 ? 
在 研究 它 之 前 ， 让 我 们 留心 注意 正 五 边 形 的 对 角 线 


A 
是 怎样 和 对 面 侧 边 平行 的 。 请 看 图 6 -67。 B E 
在 这 个 对 角 线 和 边 上 应 用 互 除法 进行 运算 。 用 边 CD 


的 长 度 分 割 对 角 线 BE， 设 分 割 为 1 (2 是 不 正确 的 )。 因 C4? 


为 CD=D'E, RÍE BD’, > 
用 BDS CD, KA CD= BC ， 设 分 割 为 1， 余数 y 
ECD’. A 


因为 BD/ 等 于 了 ， 所 以 下 面 用 CD' 分 割 D'E'。 这 。 
不 外 乎 是 在 大 正 五 边 形 中 间 建 立 小 正 五 边 形 A BC DE! Vy 
的 对 角 线 和 边 。 因 此 ， 如 果 把 互 除法 做 下 去 ， 会 得 到 更 co 
小 的 正 五 边 形 的 对 角 线 和 边 。 i 
照 着 这 个 样子 做 下 去 ， 接 连 不 断 地 建立 小 正 五 边 形 ， Fe 


这 个 互 除法 应 用 有 限 次 ， 不 会 做 完 。 mir, TAR a 


营 识 无 法 表示 的 数 ， 总 而 言 之 是 无 理 数 。 
由 此 可 以 知道 推翻 毕 达 哥 拉 斯 宇宙 观 的 定时 炸弹 就 隐藏 在 这 个 五 角 
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星之 中 ， 详 见 图 6-68。 

已 经 在 小 数 部 分 (第 2 章 ) 介绍 了 无 限 非 循 环 小 
数 。 无 限 非 循环 小 数 称 为 无 理 数 ， 如 0.101 001 0001 
00001 00+-* 

即使 看 见 这 样 的 数 ， 也 可 以 用 人 工 的 理由 把 余数 忽 
略 掉 。 然 而 ， 对 于 正 五 边 形 的 对 角 线 ， 由 于 余数 是 自然 
数 ， 不 是 无 限 非 循环 小 数 ， 采 取 简 单 地 忽略 不 计 是 不 行 | 
的 。 

至 于 无 理 数 的 发 现在 宗教 团体 中 引起 了 多 么 大 的 溃 
击 ， 尚 不 完全 清楚 ， 其 原因 是 毕 达 哥 拉 斯 宗教 团体 没有 
保留 也 不 敢 保留 原始 记录 。 IN 

据说 发 现 无 理 数 的 人 是 希 帕 索 斯 。 希 帕 索 斯 是 一 名 
有 实力 的 首领 由 于 他 的 发 现 动 播 了 “万 物 都 是 数 ” 的 
开山 鼻祖 哲学 ， 结 果 在 宗教 团体 中 引起 了 更 大 的 冲击 。 

正 因为 如 此 ， 传 说 希 帕 索 斯 被 推 下 河中 滤 死 了 。 另 一 种 图 6-68 
说 法 是 ， 希 帕 索 斯 在 乘 船 游玩 的 时 候 ， 宗 教 团体 的 人 从 

背后 把 他 推 到 海里 济 死 了 。 事 情 的 真 假 不 十 分 清楚 。 总 之 无 理 数 的 发 现 
在 毕 达 哥 拉 斯 宗教 团体 中 引起 了 深刻 的 动 播 。 

就 他 们 自己 的 世界 观 而 言 ， 是 想 以 某 种 理由 把 “讨厌 的 ”无 理 数 的 
发 现 永 远 隐 藏 起 来 ， 而 且 对 不 服从 的 人 施 以 武力 镇 压 。 这 种 做 法 和 以 后 
镇 压 提 倡 地 动 学 说 的 伽利略 的 罗马 教皇 完全 相似 。 但 是 堵 住 伽利略 一 人 
之 口 ， 也 不 能 和 否定 地 球 运动 的 事实 。 毕 达 哥 拉 斯 的 徒弟 们 即使 杀害 了 无 
理 数 的 发 现 者 ， 也 不 能 把 无 理 数 的 存在 事实 抹杀 掉 。 因 为 人 可 以 杀 掉 ， 
真理 是 不 能 抹杀 的 。 

无 论 毕 达 哥 拉 斯 的 弟子 们 怎样 费劲 心机 千方百计 地 隐瞒 ， 无 理 数 存 
在 的 事实 不 久 还 是 被 希腊 人 知道 了 ， 从 那 以 后 无 理 数 就 成 为 数学 家 的 重 
要 研究 题目 。 

毕 达 哥 拉 斯 的 弟子 们 ， 怎 么 会 轻易 地 走 漏 无 理 数 的 秘密 呢 ? 实际 情 
况 是 由 于 宗教 团体 里 一 个 成 员 的 过 失 。 当 时 正 值 经 济 萧条 时 期 ， 百 姓 的 
生活 十 分 艰难 ， 就 连 毕 达 哥 拉 斯 的 弟子 们 的 生活 也 是 每 况 愈 下 。 因 此 他 
们 决定 外 出 讲学 ， 靠 讲授 已 研究 过 的 几何 学 外 部 知识 来 谋生 ， 有 一 个 弟 
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子 就 扎 平 所 以 ， 把 发 现 无 理 数 的 秘密 说 了 出 来 ， 走 漏 了 这 个 隐藏 了 又 隐 
藏 的 秘密 ， 失 掉 了 这 个 宗教 团体 的 共同 财产 。 

本 来 也 规定 了 毕 达 哥 拉 斯 的 弟子 们 一 乍 要 严守 秘密 ， 但 在 他 那 位 过 
失 弟 子 的 眼 里 看 来 ， 秘 密 就 藏 在 徽章 中 ， 为 什么 这 样 说 呢 ? 毕 达 哥 拉 斯 
戴 着 冠 以 五 角 星 的 黄金 冠 站 立 在 教科 的 讲坛 上 ， 这 里 本 喘 就 包含 着 无 理 
数 的 秘密 。 由 此 可 见 毕 达 哥 拉 斯 是 一 个 全 身 充 满 了 矛盾 的 人 。 


6.13 有理数 普遍 存在 


在 具体 研究 无 理 数 的 分 布 之 前 ， 首 先 研究 在 没有 无 理 数 的 情况 下 ， 
有 理 数 的 分 布 问题 。 

在 有 理 数 中 先 研究 分 母 为 1 的 分 数 ， 也 就 是 首先 从 整数 开始 进行 具体 
研究 。 当 然 其 排列 间隔 是 1， 如 图 6- 69 所 示 。 首 先 在 直线 上 把 它们 描 下 来 。 


图 6-69 





图 6-70 
图 6-71 所 示 的 是 分 母 都 为 3 的 分 数 。 
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十 分 明显 ， 这 种 分 数 以 亏 的 间隔 排列 。 


依照 前 面 的 作法 ， 分别 设 分 数 的 分 母 为 4，5，6，…， 然 后 把 这 些 
分 数 一 个 一 个 地 相 加 ， 则 变 成 图 6-72 所 示 的 样子 : 


a a ee ee i es PE o i 


orig i eiie iet æ ur run: rer ee 


re ine riet prob 


Pi oH NEN 
» ib 1 二 
Poh I Jo HIER: o! pH H NEH A on H H { AE 
i i ii i Bi: 
! BEI RTE ado pipa pas 





0 

6-72 
如 果 把 这 个 工作 连续 不 断 地 进行 下 去 ， 则 在 一 条 直线 上 降落 的 点 将 
会 变 得 无 限 密集 。 在 这 条 直线 上 取 一 个 任意 短 的 区 间 ， 在 这 个 任意 短 的 


区 间 上 一 年 可 以 有 分 数 进 入 。 例 如 ， SEER — BEM Kal, W10 000 


为 分 母 的 分 数 1 5500 一 定 可 以 进入 到 其 区 间 中 。 为 什么 呢 ? 主要 是 因 


为 这 个 分 数 是 以 055 的 间隔 进行 排列 的 。 这 和 取 连 续 7 天 作为 一 个 星 
期 ， 则 在 这 7 天 中 (一 个 星期 ) 星期 日 必定 会 进入 是 完全 一 样 的 道理 ， 
再 取 一 个 J560555 长 度 的 小 区 间 ， 其 中 必定 有 形 如 100 000 000 的 分 数 


加 入 到 其 中 间 。 BHAL, MEE ER EREA E RE E, 在 这 个 
区 间 里 都 会 进入 很 多 有 理 数 。 

这 和 在 地 球 的 任意 某 个 地 方 取 任意 小 的 试验 管 来 采集 空气 ， 在 空气 
中 必定 有 和 氧气 进入 是 同样 道理 。 也 就 是 说 有 理 数 是 和 氧气 一 样 普遍 存 
在 。 

然而 是 不 是 由 这 一 点 就 可 以 说 ， 由 于 氧气 普遍 存在 于 空气 中 ， 所 以 
就 说 空气 是 仅仅 由 氧气 组 成 的 呢 ? 当然 ， 这 是 不 对 的 。 因 为 事实 上 大 家 
都 知道 ， 空 气 中 除了 氧气 以 外 ， 还 有 氮气 和 其 他 气体 ， 例 如 一 氧化 碳 、 


O 分 子 的 省 略 号 代表 1 一 9 中 任 一 个 整数 。 一 一 译 者 注 
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二 氧化 碳 以 及 一 些 情 性 气体 。 
与 此 相同 ， 在 直线 当中 由 于 有 理 数 普遍 存在 ， 就 说 直线 仅仅 由 有 理 
数组 成 ， 同 样 也 是 不 对 的 。 | 
LAE BTR, TEs aK BET RT RB SH MEIN ET. 


6.14 无 理 数 普遍 存在 


在 直线 上 取 任 意 短 的 区 间 ， 在 这 个 区 间 中 会 有 很 多 有 理 数 ， 而 已 经 
知道 有 理 数 是 普遍 存在 的 ， 无 理 数 如 何 呢 ? 

空气 中 就 算 没有 氧气 ， 氮 气 也 依然 普遍 存在 。 在 直线 上 即使 没有 一 
个 有 理 数 ， 无 理 数 也 普遍 存在 。 

要 和 弄 清 这 一 点 很 容易 。 只 不 过 是 把 直线 向 右 移动 一 段 确定 的 无 理 数 
长 度 而 已 。 例 如 让 我 们 看 一 看 以 Y2 作为 那个 无 理 数 。 基 于 这 个 V2 ， 则 
有 

有 理 数 十 V2 

这 种 形式 的 数 决 不 是 有 理 数 ， 为 什么 呢 ? 如 果 


有 理 数 十 /3 二 有 理 数 
那么 则 变 成 

JE 有理数 一 有 理 数 
但 是 

A AB 2 
在 这 里 ， 由 于 as b, Cy d 都 是 整数 ， 所 以 分 母 ac 和 分 子 bc 一 aq 都 是 整 
数 。 因 此 人 一 2< 是 有 理 数 。 也 就 是 说 ,V2 一 有理数， 这 在 事实 上 和 所 说 


的 V2 是 无 理 数 恰好 相反 。 因 此 一 定 是 

有 理 数 十 V2 = BK 

有 理 数 在 直线 上 是 普遍 存在 的 。 所 以 把 它 的 全 体 只 向 V2 的 右边 挪 一 
挪 的 有 理 数 十 V2 也 应 该 是 普遍 存在 的 。 

不 言 而 喻 ， 无 理 数 不 仅 具有 有 理 数 十 V2 的 形式 ， 而 且 也 具有 有 理 数 


_d _ be—ad 


C ac 
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十 V3 的 形式 ， 或 者 具有 有 理 数 十 Y5 的 形式 。 

因为 最 低 限 度 有 理 数 十 V2 的 形式 普 这 存在 ， 所 以 比 它 多 得 多 的 无 理 
数 全 体 更 应 该 普遍 存在 。 

不 言 而 喻 ， 有 理 数 和 无 理 数 与 空气 中 混杂 的 氧气 和 氮气 一 样 普遍 存 
在 ,那么 ， 到 底 是 有 理 数 多 些 呢 ， 还 是 无 理 数 多 些 昵 ? 氧气 占 空气 的 


志 ， 氨 气 几乎 占 空气 的 邱 ， 就 有 理 数 和 无 理 数 而 言 是 不 是 也 可 以 有 此 相 


同 的 说 法 呢 ? 

这 个 问题 有 必要 十 分 慎重 地 考虑 。 因 为 有 理 数 、 无 理 数 都 是 无 限 
的 ， 所 以 不 能 那样 比较 。 

可 是 ， 在 19 世纪 末 ， 康 托 尔 发 现 了 比较 无 限 和 无 限 的 方法 。 康 托 
尔 的 发 现 启 发 了 数学 大 师 的 思维 ， 由 此 产生 了 多 种 比较 有 理 数 、 无 理 数 
的 方法 。 最 初 是 以 无 理 数 充 满 有 理 数 的 间 辽 作为 考虑 ， 所 以 认为 无 理 数 
比 有 理 数 要 多 。 这 种 从 根本 上 说 无 理 数 比 有 理 数 多 的 说 法 使 人 一 看 就 感 
到 有 些 不 可 思议 ， 然 而 却 是 事实 。 


6.15 实 数 


如 果 有 理 数 的 空 阶 可 以 用 无 理 数 全 部 填 满 ， 那 么 就 没有 间隙 了 。 可 
以 集中 起 来 ， 把 有 理 数 和 无 理 数 的 总 和 称 为 实数 ， 即 
Sc 有 理 数 
无 理 数 
把 数 的 范围 扩展 到 实数 ， 可 以 用 一 条 其 上 没有 遗漏 的 点 的 直线 来 表 


示 ， 如 图 6-73 所 示 。 
-1 0 1 AZAB x 
图 6-73 


仅 徘 有 理 数 不 能 连接 成 一 条 直线 。 稍 微 有 点 生活 常识 就 知道 ， 当 用 
小 刀 切 割 一 根 绳 子 时 ， 手 会 有 反应 ， 那 是 因为 绳子 的 一 部 分 放 在 小 刀 的 
刀刃 上 了 。 切 断 以 后 ， 再 切 那 个 地 方 ， 由 于 刀刃 上 已 没有 绳子 ， 手 就 没 
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有 反应 了 。 

假设 只 有 有 理 数 ， 如 果 在 V2 的 位 置 上 切 ， 把 有 理 数 左右 分 开 ， 由 于 
分 开 点 V2 不 是 有 理 数 ， 所 以 手 是 没有 反应 的 ， 换 名 话说， 在 空隙 的 位 置 
LWA Re 

如 果 用 数学 语言 来 说 ， 就 是 把 有 理 数 左 右 分 开 时 ， 左 边 的 一 组 没有 
右 端 ， 右 边 的 一 组 没有 左 端 。 

那么 对 于 有 间隙 的 有 理 数 ， 怎 么 说 都 不 合适 吗 ? 

如 果 那 样 的 话 ， 就 会 和 前 面 的 一 段 叙述 相 予 盾 。 即 一 个 边 长 为 1 的 
正方 形 ， 其 对 角 线 长 度 恰好 是 V2 ， 然 而 V2 不 是 有 理 数 ， 它 是 无 理 数 。 
因此 如 果 只 把 有 理 数 看 成 数 ， 就 会 产生 这 样 一 条 结论 : “对 角 线 没有 长 
E.” , 
这 条 结论 是 多 么 令 人 可 笑 啊 ! 因此 ， 要 表示 一 切 长 度 ， 无 论 如 何 ， 
必须 有 包含 无 理 数 在 内 的 广泛 的 实数 。 

到 实数 这 一 步 就 可 以 开始 用 长 度 来 表示 所 有 的 量 ， 这 就 实现 了 第 卡 
儿 的 理想 。 
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7.1 二 次 方程 


据说 数学 少年 司 汤 达 虽然 学 习 了 欧 拉 的 《代数 学 人 门 》， 但 当 他 碰 
到 下 面 这 个 问题 时 ， 才 明白 代数 这 门 学 问 的 威力 。 

两 个 农妇 一 共 带 着 100 个 鸡蛋 来 到 集 市 。 两 人 把 100 个 鸡蛋 分 开 ， 
按照 自己 所 想 的 价钱 卖 了 以 后 ， 发 现 卖 得 的 钱 是 相等 的 。 于 是 甲 对 乙 
说 :“ 把 你 那 份 鸡蛋 用 我 的 价钱 卖 的 话 就 是 15 元 了 。” 而 乙 却 回答 说 : 


“要 是 用 我 的 价钱 卖 你 那 份 鸡蛋 的 话 可 就 是 6 元 了 。” 她 们 各 自 有 多 少 


鸡蛋 呢 ? 

按 常规 解 这 个 问题 是 把 一 个 人 所 拿 的 鸡蛋 数 设 为 <。 因为 鸡蛋 一 
有 100 个 ， 所 以 另 一 个 人 拿 的 鸡蛋 数 就 是 100 一 zx。 由 于 一 个 说 的 是 
“把 你 那 份 鸡蛋 用 我 的 价钱 卖 的 话 就 是 15 元 了 ”， 因 此 所 谓 我 的 价钱 就 


是 每 个 鸡蛋 为 [一 元 。 另 一 个 说 的 是 “用 我 的 价钱 卖 你 的 鸡蛋 是 6 全 


vr anna run neun (g=). mcr 


得 的 钱 分 别 是 一 X 工 和 (Lex) x (100 一 z)。 因 为 这 两 份 钱 是 相 
Km. UTRERA 
20 | 
15x 1002) 
100=x x | 
在 这 之 前 是 必须 动脑 筋 想 的 ， 而 下 面 只 要 机 械 地 计算 就 可 以 了 ， 也 就 是 
想法 变换 式 子 。 
去 掉 分 母 
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452° =20(100 — x)’ 

45x" =20(10 000 — 200x + x?) 

453? =20x2° — 4000x + 200 000 
全 部 移 项 到 左边 

252° +4000x—200 000=0 
HH 25 除 ， 得 到 

x +160z—8000=0 
我 们 看 这 个 式 子 会 注意 到 有 xz’ 项 。 这 样 的 方程 就 叫做 二 次 方程 。 

联 立 一 次 方程 的 难度 在 于 有 很 多 未 知 数 ， 而 这 个 二 次 方程 虽然 只 有 

一 个 未 知 数 ， 但 由 于 问题 本 身 复杂 ， 也 是 很 难 的 方程 。 也 有 比 二 次 方程 


更 难 的 方程 。 

9 世纪 的 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 在 名 为 《代数 学 》 的 书 里 ， 研 究 了 
以 下 6 种 方程 。 

D 根 的 平方 〈 二 次 方 ) 等 于 根 的 倍数 r =ar 

(2) 根 的 平方 等 于 某 数 ta 

(3) 根 等 于 某 数 x =a 


(4) 根 的 平方 与 根 的 倍数 之 和 等 于 某 数 r +br=a 

(5) 根 的 平方 与 某 数 之 和 等 于 根 的 倍数 r ta=br 

(6) 根 的 倍数 与 某 数 的 和 等 于 根 的 平方 r =brta 

所 谓 有 “ 根 ”， 就 是 意味 着 根 的 倍数 bz FE. 

那 时 花 拉 子 米 还 不 知道 像 今天 那样 使 用 式 子 ， 所 以 对 以 上 6 个 问题 
是 用 文字 叙述 来 解决 的 。 

比方 说 ， 他 是 如 何 来 解 第 4 个 问题 的 呢 ? 问题 就 是 当 5 一 10，a 一 39 
时 ， 根 的 平方 与 根 的 10 信之 和 等 于 39。 

他 在 书 里 这 样 叙 述 :“ 对 于 这 类 问题 ， 可 以 换个 说 法 ， 即 把 10 个 根 
再 加 上 根 的 平方 ， 其 结果 为 多 少 。 解 这 样 的 问题 可 以 用 以 下 方法 。 把 应 
该 加 到 根 的 平方 上 去 的 根 的 数量 平分 成 两 半 。 在 这 个 问题 里 根 的 数量 是 
10， 所 以 一 半 就 是 5。 把 这 个 数 自 乘 ， 即 为 25。 再 加 上 39 就 是 64。 开 
平方 得 8。 然后 减 去 根 的 数量 的 一 半 ， 剩 下 3。 这 就 是 所 要 求 的 数 ， 它 
的 平方 是 9。” 

把 这 些 以 文字 叙述 的 问题 用 式 子 如 下 表达 。 
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xz’ +10x=39 
a +1024 (12) =39+ (22) 


x’ +102+25=39+25 


(x +5)? =64 
开平 方 ， 然 后 把 5 移 到 右边 
ZX 十 5 二 8 


ZX 二 8 一 9 一 3 
一 看 就 可 以 明白 ， 式 子 是 多 人 么 方便 的 工具 呀 ! 

式 子 的 方便 还 不 止 于 此 ， 因 为 花 拉 子 米 列 出 的 全 部 6 个 问题 可 归纳 
成 一 个 形式 。 先 移 项 使 右边 为 0。 


XT =ar x —ax+0=0 z’ +-a)zt+0=0 
x =a x’ +0x—a=0 
z=a Oz’ +x—a=0 
a +ba=a a’ +bz—a=0 
a 十 a 二 br a*—bx+a=0 
x’ =bxta Z 一 pz 一 4 一 0 


用 一 个 方程 cz 十 bz 十 c 二 0 就 能 够 代表 全 部 6 RT, AH a, b, ch 
可 以 是 正 数 也 可 以 是 负数 。 

当 我 们 联想 到 花 拉 子 米 连 负数 或 零 都 不 知道 ， 只 能 分 出 6 种 方程 式 
时 ， 就 能 够 领会 到 掌 担负 数 的 意义 了 。 


7.2 二 次 方程 的 解法 


下 面 要 做 的 事 是 解 花 拉 子 米 的 方程 ， 也 就 是 求 出 满足 下 面 这 个 式 子 
AY x: 

a’ +10z=39 
为 此 ， 我 们 设想 有 以 下 这 样 的 例子 。 

假设 有 一 块 边 长 为 5 米 的 正方 形 土地 ， 现 在 想 把 这 块 地 扩大 出 39 
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平方 米 且 依然 是 正方 形 地 。 假 定 每 个 边 增 加 工 米 ， 如 
图 7-1 所 示 ， 那么 扩大 出 来 的 面积 就 是 二 十 5z 十 5z 一 
三 十 10z， 这 块 面积 应 该 等 于 39， 即 下 列 方程 成 立 : 

x +10x=39 

这 不 外 是 花 拉 子 米 的 方程 。 要 解 这 个 方程 ， 可 以 
把 式 子 两 边 加 上 原 有 的 正方 形 面 积 5， 即 

xz’ +10z2+5' =39+5’ 
这 样 一 来 ， 左 边 就 成 了 新 的 正方 形 面 积 ， 

(z+5)’=39 +5 

(x+5)? 二 64 





即 

Z 十 5 一 士 f/64=+8 

Z 一 土 8 一 5 一 3 

—13 

结果 是 3 和 一 13。3 是 对 的 ， 一 13 怎么 办 呢 ? 因为 原来 说 的 是 扩大 土地 
面积 ， 所 以 一 13 不 是 这 个 问题 的 解 ， 也 就 是 说 ， 管 案 是 3 米 。 

这 时 的 一 13 完全 不 是 我 们 所 预期 的 根 。 达 天 贝 尔 曾 经 说 过 “代数 是 
居 慨 的 ， 往 往 给 我 们 带 来 的 东西 比 我 们 要 求 的 还 要 多 ”， 因 此 这 种 情况 
可 以 说 是 代数 在 显示 它 的 慷慨 吧 。 

把 扩大 土地 的 问题 的 解法 推广 到 一 般 的 二 次 方程 时 ， 就 像 莱 布 尼 获 
说 的 那样 ， 还 是 有 “考虑 变换 式 子 ”的 必要 。 


ax 十 pz 十 c 一 0 
把 c 移 到 右边 

ax’ +bhx=—c 
H a BR 

x 十 二 xz 一 一 上 上 


加 上 区 的 一 半 的 平方 
et r+(£) =-£+(£) 


a 2a 
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总 而 言 之 ， 二 次 方程 有 以 下 两 个 根 : 
一 8 十 VE 一 4ac —b— y bi —Aac 
2a : 


2a 


把 这 代 和 人 到 司 汤 达 的 问题 中 去 ， 结 果 如 下 : 


x +160x-—8000=0 


„bt Vitae _ —160% (160 FAX B00 
2a 


2x1 
=— 80+ „14400 =—80+120 
1 一 82 十 120 一 40 
一 80 一 120 一 一 200 
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如 果 z=40， 那 男 一 人 的 鸡蛋 数 就 是 100 一 40=60， 满 足 原 来 的 方程 ， 
因此 这 个 答案 是 对 的 。 但 是 z= 二 一 200 的 话 ， 就 是 说 农妇 带 了 一 200 个 鸡 


E, MURAL, AH c= — 200 的 根 必须 会 去 。 


德 川 时 代 的 数学 冢 对 于 方程 有 两 个 根 不 能 接受 ， 他 们 把 这 样 的 方程 


BAN MA”, SUMADA MAATE” IE, 


由 于 解决 了 农妇 卖 鸡蛋 的 问题 ， 司 汤 达 后 来 回想 说 : “我 可 领悟 到 


代数 这 个 工具 是 怎么 使 用 的 了 。” 


7.3 先天 不 足 的 数 


然而 ， 二 次 方程 的 “ 颠 三 倒 四 ”程度 还 不 止 于 此 ， 因 为 又 引出 了 以 
前 从 未 料想 到 的 新 的 数 。 例 如 考虑 下 面 这 样 的 二 次 方程 : 


2 十 27z 十 2 一 0 
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世纪 末 才 开始 确认 了 它 的 存在 。 

不 仅 给 这 个 “先天 不 足 ” 的 V 一 1 以 堂堂 正 正 的 市 民权 ， 而 且 为 后 
来 在 数学 的 历史 中 ， 扮 演 主角 而 开辟 了 立足 点 的 人 ， 就 是 大 数学 家 高 斯 
和 测量 工程 师 韦 塞 尔 。 


“7.4 复 & 


对 于 二 次 方程 
(Zz 十 1)* =—1 
如 果 不 管 等 式 右 边 的 负 号 ， 加 以 开 方 的 话 ， 就 有 
ati=+ V 一 工 
a==1+ yY-1 
在 这 里 先 设 v 一 1 一 i， 然 后 再 来 探索 i 的 性 质 。 
我 们 知道 i 不 是 实数 ， 因 此 可 以 确定 它 不 在 表示 实数 的 直线 上 ， 如 
图 7-2 Bra. 
实 g 
0 
图 7-2 
它 一 定位 于 这 条 直线 以 外 ， 那 么 它 在 哪儿 呢 ? 
为 了 找到 它 ， 设 想 做 一 下 实数 的 “ 变 符 号 ”的 手续 。 这 是 和 把 实数 
RU — 1 同样 的 作法 。 
(十 1) X (一 1)= 二 一 1 《一 1) X (一 也 一 十 1 
(+2) X (一 1 一 一 2 (-2)Xx(-D)=+2 





总 之 ，X (一 1) 的 作法 与 把 实数 的 直线 围绕 着 


0 旋转 180" 是 一 样 的 (参照 3.7 HR), AA 
7-3, 
可 是 由 于 一 1 地，…X (一 1) Be XB 与 NA 


…Xixi 是 同样 意义 的 。 如 果 Xixi 与 旋转 
180" 相 等 的 话 ， 那 么 Xi 就 是 旋转 180? 的 一 图 7-3 
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半 ， 也 就 意味 着 旋转 90”( 见 图 7-4)， 

所 以 Xi, 水 平 的 实数 直线 就 变 成 垂直 的 
了 。 
WAT, 这 个 数位 于 通过 OBERE, 
距离 为 1 的 地 方 。 

这 个 垂 线 上 的 点 全 都 是 21，3i，…， 
一 2i, 一 31，… 那 样 的 实数 Xi 的 形式 。 这 样 的 
数 叫 做 纯 虚 数 。 

可 是 仅仅 把 实数 加 上 纯 虚 数 还 不 能 找 出 图 7-4 
所 有 二 次 方程 的 根 。 例 如 

三 一 6z 十 25 一 0 
它 的 根 是 23141, 是 实数 ， 而 4i 是 纯 虚 数 ， 根 是 这 些 数 的 和 。 把 这 
写成 式 子 就 是 以 下 的 形式 : 

实数 十 实数 Xi 
这 种 形式 的 数 叫 做 复数 。 

这 种 数 在 平面 上 的 什么 地 方 呢 ?3 还 是 像 原 来 那样 在 水 平 线 上 ，i4i 
是 在 与 之 垂直 的 方向 上 移动 了 4 个 单位 的 地 方 〈 见 图 7-5)。 总 而 言 之 ， 
十 3 就 意味 着 向 右 移动 。 十 4i 就 意味 着 向 上 移动 。 | 


3+4i 





4i 





图 7-5 图 7-6 
| 另外 一 个 3 一 条 是 向 下 移动 的 ， 所 以 这 个 点 如 图 7-6 所 示 。 也 就 是 
说 复数 可 以 用 平面 上 所 有 的 点 来 表示 。 
想起 用 平面 上 的 点 来 表示 复数 的 是 挪威 的 测量 工程 师 韦 塞 尔 〈《1745 
一 1818) ， 但 是 他 的 论文 在 100 年 左右 的 时 间 内 被 人 们 忘却 了 ， 而 另 一 
个 发 现 者 高 斯 却 出 了 名 。 人 们 在 考虑 平面 上 的 各 点 表示 复数 时 ， 把 这 个 
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z 一 3 十 2i 


十 z 一 4 十 7i 
zx 十 z 一 7 十 9i 


把 它 画 成 图 来 表示 的 话 ， 就 是 以 O 和 z，z 为 顶点 的 平行 四 边 形 的 第 4 
个 顶点 z 十 z 。 y 

要 和 弄 清 这 一 点 ， 也 可 以 说 ， 就 是 从 O 开 始 移动 到 
z， 然 后 沿 着 与 Ox 相同 的 方向 移动 同样 的 长 度 ， 最 后 
到 达 点 就 是 * 十 > 。 所 以 像 前 面 说 的 那样 ， 十 可 以 看 
作 是 表示 连续 执行 z 两 个 平行 移动 〈 见 图 7- 10) 。 

两 个 复数 x 二 a 十 抽 和 z' = 二 a 十 bi 相 加 ， 就 是 

zt2=(atbit+(a’ tbi =(ata’)+(ot+0')i 

即 实 部 与 实 部 、 虚 部 与 虚 部 分 别 相 加 就 可 以 。 如 果 作 在 图 7- 11 上 ， 
BA z 和 >z 得 出 z 十 z 的 话 ， 只 要 找 出 ata 和 5 十 5 的 坐标 点 就 行 ， 这 可 
以 看 作 把 z 平 行 移动 到 x 的 顶端 ， 也 就 是 说 ， 可 以 认为 是 作出 以 z 和 =- 
为 两 边 的 平行 四 边 形 时 ， 与 O 相 对 的 顶点 就 是 所 求 。 

三 个 以 上 的 点 相 加 时 ， 重 复 以 上 步骤 就 行 了 CA 7-12). 





图 7-10 





图 7-11 图 7-12 
从 这 件 事 立 刻 可 以 知道 ，| z 十 | <|z| +|z |。 只 要 比较 三 
角形 一 边 长 与 其 他 两 边 长 之 和 即 可 。 带 有 等 号 表示 有 时 < 和 zx“ RA 
( 见 图 7-13). 





W 
\ 
A er 
jz 十 z4 < 加 十 jz1 jz 十 2 一 加 十 地 


图 7-13 
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心 ， 呈 放射 状 的 a 倍 伸缩 。 我 们 设想 这 个 平面 是 由 膨胀 率 很 大 的 薄 金 属 
板 制 成 的 ， 如 果 用 钉子 把 O 点 钉 住 ; 再 把 整个 板 加 热 ， 那 么 它 就 会 发 生 
这 样 的 膨胀 ( 见 图 7 -18)。 


如 果 乘 以 i 的话 意味 着 什么 呢 ? 

用 i 去 乘 1，i， 一 1， 一 i 的 结果 是 ， 

1Xi=i 

iXi 一 一 ] \ / | 
一 1Xi 一 一 i © Ls, 


—ixi=1 O ~ 
它们 全 都 旋转 了 90”( 见 图 7-19)。 因 此 (zx 十 yi) Xi Y N 
=ri+y( -DREKKT 90°. | | 





这 就 是 说 ，… Xi 意味 着 整个 平面 旋转 90"。… 图 7-18 
X bi Bs XOXi, 也 就 是 旋转 90°F b RER AR 
(i 7-20). 





图 7-19 


从 这 个 例子 可 以 明白 zX (a 十 外) 的 意义 。 就 是 作 
出 以 za 与 zbi 为 两 个 直角 边 的 十 角 三 角形 ， 找 到 它 的 
顶点 ， 这 个 顶点 就 是 2w 十 Bi 一 z(a 十 四 。 此 时 , Ez 
上 截取 a， 以 a 为 垂 足 作出 bi， 根 据 相似 三 角形 定 
理 ， 这 两 个 三 角形 是 相似 的 。 所 以 z 与 z X (ato KW 
夹 角 就 是 a 十 所 的 辐 角 。 男 外 ，z X (ath) 的 长 度 等 
于 | z |X| a 十 抽 | ( 见 图 7-21)。 
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zX (atbi) BRA z 伸缩 了 | atbil ， 并 且 旋 转 了 arclatbi), EHE 
Xe EAT | (WK 7-22) 
旋转 了 arcz ( 见 图 7-23) 


N } / 
一 N 


图 7-22 图 7-23 

不 管 什 么 事 都 喜欢 创造 出 各 种 新 术语 的 德国 人 把 这 叫做 “旋转 伸 
长 ” (Drehstre ckung), 

(zz |=|z|， |x| 

arc(zz’)=arc ztarc z’ 
成 立 。 所 以 复数 乘法 就 是 绝对 值 相 乘 ， 辐 角 相 加 。 

把 上 面 辐 角 的 公式 应 用 到 实数 乘法 时 ， 由 于 

arc( 正 实数 ) 一 0 ，arc( 负 实数 ) =180° 
得 到 下 列 结果 ， 

arc(1E X IE) =are IE + arc IE 一 0 + 0° =0° 
结果 为 正 。 

arc(IE X fü) =arc IE + arc fa =0° + 180° =180* 
结果 为 负 。 

arc( ff X ffi) =arc ffi + arc fi =180° + 180° = 360° 
结果 为 正 。 

也 就 是 在 辐 角 的 公式 中 ， 特 别 是 0 和 180 时 ， 是 符号 法 则 。 


除法 是 乘法 的 道 运算 。 所 以 把 二 z 认为 是 X 二。 只 要 x 不 是 0, 它 


的 长 度 和 辐 角 就 是 确定 的 ， 一 也 就 确定 了 。 
1 


| z| 


BN 





i 
z 
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arc(—) =— arc z 
把 式 子 整理 一 下 
2 llo. 1f{_,,,/11_,, 1 || 
z| z 一 jz | L= ES 
arc( =-) =are (z —) =arc z’-tarc (=) =are z arc z 
将 式 子 整理 
z z 
z| (z 














f 
zZ — ! 
arci — } are z arce z 
之 


使 用 上 式 就 可 以 得 出 z 和 x 的 夹 角 arc 一 。 


到 这 为 止 ， 复 数 的 加 、 减 、 乘 、 除 计算 就 都 确定 了 。 应 当 注 意 的 
是 ， 以 前 学 过 的 数 的 定律 对 这 个 广义 的 数 来 说 依然 成 立 。 即 

a+b=b+a, ab= ba 

(a+b) +c=at (hte), (ab)c=albe) ,(atb)c=act be 
用 于 实数 的 各 种 公式 ， 也 照样 能 用 于 复数 。 为 什么 这 样 说 呢 ? 这 是 由 于 
法 则 的 基础 是 相同 的 ， 所 以 没有 必要 一 说 是 复数 就 急 急 忙 忙 去 学 新 的 公 
式 。 

拿 语言 来 说 也 一 样 ， 随 着 社会 的 发 展 ， 词 汇 越 来 越 多 ， 越 来 越 丰 
富 ， 但 语法 是 不 会 变 的 。 对 于 数 的 语言 也 可 以 这 样 说 。 在 数 的 语言 当 
中 ， 与 词汇 相当 的 东西 就 是 数 。 由 于 自然 数 、 有 理 数 、 实 数 、 复 数 而 变 
得 丰富 起 来 ， 可 是 以 上 五 个 法 则 不 会 改变 。 有 个 名 叫 汉 凯 尔 〈1814 一 
1899) 的 数学 家 ， 把 这 种 语法 ， 也 就 是 法 则 形式 不 变 的 事实 ， 命 名 为 
“形式 不 变 的 原理 ”。 

但 是 这 个 原理 并 不 是 绝对 的 。 因 为 后 来 出 现 了 许多 不 符合 以 上 五 个 
法 则 的 新 的 数 。 乘 法 交换 法 则 不 能 用 在 矩阵 就 是 其 中 一 例 。 

解 二 次 方程 时 出 现 两 个 根 ， 这 两 个 根 在 平面 上 的 什么 位 置 呢 ? $) 
程 ax’ +bai+c=0 来 说 ， 

_ 6 (Place ~b, YP hac 
Za 2a 


T 


2a 
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花 之 所 以 美丽 ， 可 以 说 在 很 大 程度 上 是 由 于 它们 是 正 多 边 形 吧 。 


从 远古 时 代 开 始 ， 正 多 边 形 就 用 于 花纹 或 装饰 上 。 
这 种 正 多 边 形 在 很 早 以 前 就 吸引 了 人 们 的 注意 。 正 多 边 形 作 图 在 数 
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学 上 也 成 为 一 项 重要 工作 。 
作 正 三 角形 如 怕 是 最 容易 的 ， 只 要 使 用 两 次 圆规 就 行 了 ， 如 图 7- 26 


所 示 。 





图 7-26 
作 正 四 边 形 即 正方 形 也 不 是 太 难 ， 只 要 会 作 直角 就 没什么 问题 ， 如 


图 7-27 所 示 。 
| eee in 


先 画 直 角 ,在 my- Ef 
MARR FRB 
图 7-27 图 7-28 


粗略 地 说 ， 边 数 越 多 ， 画 图 也 就 越 难 ， 但 也 有 例外 。 画 正六 边 形 就 
远 远 比 画 正 五 边 形 来 得 容易 ， 因 为 画 正六 边 形 只 要 用 圆 一 -~ 
规 一 段 一 段 地 截取 圆周 就 行 了 ( 见 图 7- 28) 。 | $: 

好 像 在 古代 人 们 就 熟知 这 种 画 法 。 图 7 29 所 示 的 
是 公元 前 7 世纪 或 前 8 世纪 的 类 似 埃 特 鲁 里 亚 的 摹 石 ， 
士兵 所 拿 的 盾牌 很 清楚 地 表示 了 六 边 形 的 作 图 法 。 

以 前 ， 以 正六 边 形 为 基础 画 的 花纹 非常 多 。 

可 是 ， 少 了 一 边 的 五 边 形 却 不 大 有 ， 作 图 方法 也 一 
直 很 难 。 据 说 在 圣经 里 有 所 罗 门 干 的 官 歇 的 柱子 是 五 边 
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形 的 记载 。“ 在 大 奈 的 人 口 ， 用 橄榄 树 建造 了 大 门 ， 门 上 的 框 和 边 柱 呈 
五 边 形 。” 
在 日 本 北海 道 函 馆 市 的 城郭 是 五 边 形 ( 见 图 7- 30)， 这 是 很 罕见 的 例 





图 7-30 

如 果 利 用 复数 来 作 多 边 形 就 变 为 解 代数 方程 了 。 

现在 看 方程 "= 1, HF z HRA arczfEn TK 
旋转 后 等 于 1， 所 以 z RAEE 360 1/n, e 
对 值 为 1 就 可 以 〈 见 图 7-31)。 另 外 ， 旋 转 两 圈 等 
于 1， 只 要 是 7208 1/1 Bla, BR z 就 是 把 以 原 
点 O 〇 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 圆 作 等 分 的 点 。 把 
这 些 点 连接 起 来 就 能 得 出 正 n 边 形 ， 所 以 作 正 » 
边 形 就 必然 是 解 21, 

这 样 一 来 ， 就 把 几何 学 的 问题 转换 成 代数 问 
题 。 作 过 这 种 问题 转换 的 人 就 是 高 斯 。 

首先 ， 要 作出 正三 角形 ， 就 是 解 xz” = 二 1。 在 x 二 1 
方程 中 。z 二 1 是 一 个 根 ， 故 xz 一 1 二 0 具有 因子 2-1: 

2 —1l=(e-—1)(’ +2+)=0 


图 7-31 
解 于 十 z 十 1 一 0， LL 
2 


Ml .31 # 
2 2 





ES 


2 
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设 其 中 一 个 根 为 w。 CLA 7-32), 
”一 1 十 V3i 
ow 8 


MAR PARE a» 
„_1-Bi 
2 


因为 这 个 w SET AR BT LEA ow =1, w tat1=0 的 。 利 
用 这 些 关 系 可 以 把 下 式 简 化 : | 
(zt yt ri wy tw (rt ow y wz) 
=r +y tr —3ryz 
把 上 面 的 式 子 展开 就 得 出 很 多 项 ， 经 消去 一 些 项 后 ， 结 果 变 为 otyt+ 
2 一 3zyz。 
z =] 的 根 是 把 圆周 4 等 分 的 4 个 点 1，i， 一 1 i 
一 i。 用 代数 手段 的 解法 如 下 (MA 7-33). 
由 zx 二 1 得 出 z' 一 1 一 0， 接 下 去 有 
| z —-1=(!-1)(’+)) 
二 (z 一 1)(z 十 1)(z +1) 
由 z 一 1 二 0 得 z 二 1]， H z 十 1 二 0 得 z= 二 一 1， mi 
由 十 1 二 0 4 z= i, = Æ 7-33 
结果 不 用 说 了 ， 就 是 把 圆周 4 等 分 的 点 。 


一 上 1 


7.8 正 五 边 形 


正 五 边 形 只 要 解 x 二 1。 这 五 个 根 当 然 就 是 把 圆周 5 SOWA, A 
在 话 下 。 把 这 五 个 点 连接 起 来 ， 就 能 得 出 正 五 边 形 
( 见 图 7 - 34), | 

下 面 用 代数 方法 来 解 Y —1=0, 

X2—1l=(2-=D(¿+e+e2+2+D=0 
H z—1=0 得 出 > 一 1 。 

接着 再 解 zt ett’ 十 z 十 1 二 0， 像 这 种 系数 的 数 


图 7-34 
组 是 1，1，1，1，1， 而 且 左 右 对 称 的 方程 是 我 们 常 作 
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的 ， 首 先 用 中 间 的 x ER, 
十 z 十 1 十 二 十 方 一 0 
Ls 
2, 1 1 _ 
(z +3) + (e+ 7) +1 0 
这 里 设 = 十 二 一 *， 并 把 两 边 平方 就 有 
¿rre 
¿+ =0-2 


把 这 些 代 人 原来 的 式 子 就 得 
上 一 2 十 1 十 1 一 0 


总 之 ， 解 二 次 方程 2 一 tz 十 1 一 0， 就 可 以 得 出 =。 也 就 是 两 个 二 次 方程 
重 到 在 一 起 了 ，。 

再 说 解 站 十 t 一 1 = 二 0， 

¡AER ES 


解 Z—tz+1=0, 
„„E JE — 4 
2 


-VE 





二 1 士 , 1104245 
4 4 


2 4 
把 四 个 根 分 开 写 ， 即 
一 1 十 V5 ，.V10 十 2V5 
A; Sy Hi A 
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1-5, .V10—2Y5 . s 
a, = 4 NS 
4 4 
1-5 ./10—2,/5 ! 
Qa 
4 1 N 
1445 1104245 as 
e 4 4 图 7-35 


接着 确定 这 四 个 数 在 圆周 上 的 位 置 〈 见 图 7-35)。 

Ma, az, azs a 的 式 子 看 立刻 可 以 知道 ， 这 是 十 ， 一 ，X ， 二 和 
平方 根 V 的 有 限 次 组 合 。 到 这 里 可 知 z 1=0, 2—1=0, x 一 1 二 0 
等 方程 分 别 有 3 个， AT, 5 个 根 。 进 一 步 还 可 以 知道 ,一 般 的 方程 
x” 二 0 就 有 7 个 根 。 


7.9 高 斯 的 发 观 


使 用 直 尺 和 圆规 ， 对 十 ， 一 ，X， 二 和 w 能 够 作 图 ， 所 以 像 表 示 
ar a, ass a, 的 式 子 那样 ， 要 是 使 用 直 尺 和 圆规 可 以 把 圆周 5 等 分 ， 
那么 正 五 边 形 的 作 图 是 能 够 实现 的 。 准 确 地 说 ， 用 直 尺 和 圆规 作 正 五 边 
形 是 在 欧 几 里 得 以 前 就 知道 了 。 

把 这 个 问题 一 般 化 ， 则 可 叙述 为 ， 

如 朱 用 十 ， 一 ，X， 二 能 够 解 代数 方程 汪 一 1 二 0， 就 能 用 直 尺 和 圆 
规 作出 正 a 边 形 的 图 形 来 。 

这 个 事实 反 过 来 也 成 立 ， 所 以 两 件 事 完全 一 样 。 

高 斯 把 这 种 几何 学 的 作 图 问题 变 成 代数 学 的 问题 以 后 ， 得 出 以 下 结 


论 。 

ABRAM MABE MIE n 边 形 的 nw， 在 分 解 素 因数 时 ， 为 以 下 
形式 ， 

n=2°p, * piste Dp, 


式 中 pis Pos > p 是 具有 2” 十 1 形式 的 不 同 的 素数 。 
要 是 从 小 的 系数 开始 列举 的 话 ， 就 是 
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m=0 时， p=2? 十 1 一 2 十 1 一 3 

m=1 f, p=2? 十 1 一 22 十 1 一 4 十 1 一 5 

Mi 一 2 时 ， p=2? +1=2'+1=16+1=17 
m=3 HH, p=2? 十 1 一 28 十 1 一 256 十 1 一 257 
Mm 二 4 时 ， p=2? 十 1 二 2* 十 1 二 65 537 


最 先 想到 p=17, CREE 17 边 形 作 图 的 人 就 是 高 斯 。 
用 代数 方法 ， 员 要 解 17 次 代数 方程 
x" —1=0 

就 可 以 。 我 们 就 不 具体 去 解 方程 ， 只 把 计算 结果 写 出 来 
z=at /1-ai 

其 中 上 是 用 下 式 表 达 的 复杂 的 数 : 


,一 二 1 十 V17 十 V34 一 2 V17 
16 
4V 68412 J17 —16434+2 S17 一 2 (1- o/17) 434-2 Y17 
16 


这 个 式 子 仅仅 是 由 十 ， 一 ，X ， 二 和 平方 根 vV 组成， 如 果 耐 着 性 子 是 
能 够 作出 图 的 。 高 斯 就 是 这 样 沿 着 代数 的 途径 发 现 了 正 17 WEBER. 
只 要 坚持 不 懈 ， 正 257 边 形 也 好 ， 正 65 537 边 形 也 好 ， 都 能 够 作 图 ， 但 
实际 作 起 来 可 就 麻烦 极 了 。 

关于 这 一 点 ， 有 以 下 的 传说 ， 也 不 知道 是 真是 假 。 有 一 次 ,德国 的 
哥 廷 根 大 学 里 有 个 特别 言 欢 便 根 问 底 的 学 生 ， 因 为 他 老 缠 着 教授 问 个 没 
完 没 了 ， 教 授 发 了 肝火 骂人 他 说 :“ 到 一 边 去 ! 你 把 正 65 537 边 形 的 图 作 
出 来 !” 于 是 那个 学 生 就 走 了 。 后 来 过 了 许多 年 ， 有 一 天 一 位 老人 抱 着 
一 个 很 重 的 皮 箱 来 到 大 学 。 这 个 老人 就 是 那个 曾经 蚀 根 问 底 的 学 生 。 扬 
说 箱子 里 装 的 全 是 正 65 537 边 形 作 图 的 论文 。 


7.10 三 次 方程 


正七 边 形 只 要 解 方程 xz 一 1 一 0 就 可 以 ,这 同 以 前 一 样 。 因 为 
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2 一 1 一 (z 一 1)(z tH tz teh +22 +2+1)=0 
所 以 只 要 解 

z 十 z 十 xz“ 十 zj 十 十 z 十 1 二 0 
和 正 五 边 形 情况 相同 ， 用 zx 除 两 边 得 

z 十 之 十 z 十 1 十 z + 十 z 二 0 (1) 
Bete t=2, il 

t =le +) =2+27+4+2 
Pre’ +z” Srna 

太一 (Zz 十 x) =z CA Ir Hae Ht 
HH +2 一 一 3t， 代 人 (1) 得 

一 3t 二 一 2 十 t 十 1 二 0 

e+r—2:—-1=0 

这 个 方程 确实 是 三 次 方程 ， 所 以 作 正 七 边 形 就 变 成 了 解 一 个 三 次 方 
程 的 问题 。 

一 般 来 说 ， 三 次 方程 的 形式 是 

aot? tan tarta =0 

首先 开始 研究 如 何 解 这 样 的 三 次 方程 的 人 是 波斯 的 诗人 兼 数学 家 奥 
马 ， 海 亚 姆 ( 约 1040 一 1123) 。 花 拉 子 米 是 从 二 次 方程 的 分 类 开始 ， 而 
他 则 是 把 三 次 方程 作 了 以 下 的 分 类 。 由 于 不 知道 负数 ， 所 以 三 次 方程 有 


下 面 18 种 ， 
x =a +0 +tH0r—a=0 
x = cr z 一 cz 十 0z 十 0 二 0 
z? 一 六 大 十 0z 一 pz 十 0 一 0 
a tex =bx xit+ex’—bzt+0=0 
a+bi=cx Z 一 CZ 十 5z 十 0 一 0 
ad= +bx Z — ca —bx+0=0 
at+ba=a a*+0x* +bx—a=0 
x +a=bx x’ 十 0 六 一 pz 十 ca 一 0 
x*=bzt+a x? +02’ —bx—a=0 
tter =a x? tcez? +0z—a=0 


x 十 a 二 cx x 一 cx 十 0x 十 a 二 0 
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TX 二 cx 十 bz 二 a ZX 十 cx 十 bx 一 a 二 0 
TX 十 cx +a=bx x? +cx’ —bxt+a=0 
aitbeta=czx’ z — cz tbrta=0 
Z =cr +bata Z — ca" —bx—a=0 
te =brta Z +cz’ —bx—a=0 
a+b = cr +a Z —cz +br—a=0 
zta=ck+tbr z°—ca—brta=0 
对 于 二 次 方程 的 五 种 形式 〈 五 个 方程 ) ， 可 表达 为 
ax 十 pz 十 c 一 0 


而 对 三 次 方程 的 18 种 形式 〈18 个 方程 ) 则 可 用 下 式 表达 :， 

arta z? tacta, =0 

面 对 这 样 的 事实 ， 不 论 谁 都 能 体会 到 负数 的 威力 了 。 

海 亚 姆 〈 见 图 7-36) 的 论文 是 把 这 18 种 方程 逐个 解 了 出 来 ， 但 他 
的 解法 不 是 代数 的 ， 而 是 几何 学 的 方法 。 | 

这 虽然 也 是 一 种 方法 , :但 因为 是 求 曲线 的 交点 ， 所 以 不 能 说 是 很 精 
确 的 解 。 真 正 希 望 的 是 代数 的 解法 。 

海 亚 姆 的 解法 虽然 不 理想 ， 却 显示 了 着 手 解 三 次 方程 的 一 个 方法 ， 
这 个 功绩 是 伟大 的 。 即 使 仅仅 从 这 一 点 出 发 ， 人 们 也 可 以 了 解 到 他 是 怎 
样 的 一 位 超越 时 代 的 天 才 。 在 他 的 诗篇 《和 鲁 拜 集 》 里 ， 也 许 反映 出 他 内 
心 深 处 的 厌 世 情绪 和 不 能 被 同时 代 人 所 理解 的 一 种 孤傲 天 才 的 叹息 。 
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三 次 方程 代数 解法 的 发 现 ， 在 数学 史上 还 有 一 段 著名 的 插曲 ， 其 中 
心 人 物 就 是 卡尔 达 诺 。 那 是 一 位 在 意大利 帕 维 亚 出 生 的 极其 有 趣 的 人 
物 。 卡 尔 达 诺 是 伟大 的 数学 家 、 物 理学 家 、 医 生 ， 同 时 又 是 占星 术 师 ， 
还 是 个 财 徒 。 叙 述 他 坎坷 一 生 的 自传 《我 的 生平 ;〉， 被 认为 是 跟 切 利 尼 
和 对 。 奥 盏 斯 丁 的 自传 并 列 为 三 大 自传 而 出 名 。 

那 时 候 ， 人 们 把 数学 作为 一 种 难题 或 是 有 奖 竞赛 ， 就 是 两 个 人 互相 
出 题 ， 让 对 方 解 题 来 定 胜 负 。 这 种 “数学 比赛 ”在 当时 很 流行 。 胜 的 人 
网 可 以 得 奖金 。 后 来 渐渐 地 把 三 次 方程 作为 悬赏 问题 提出 来 了 。 例 如 ， 
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图 7-36 


三 个 彼此 相差 2 的 数 之 积 为 1000 时 ， 这 些 数 是 多 少 ? 这 个 问题 就 是 三 
次 方程 。 假 设 最 小 的 数 是 zx， 这 些 数 就 是 zx，z 十 2，z 十 4， 条 件 是 积 为 
1000， 写 成 式 子 就 是 

z(z+2)(z+4)=1000 

a’ +62° +8zx—1000=0 

在 同一 时 代 ， 有 一 位 叫 塔 尔 塔 利 亚 (4) 1500-1557) 的 数学 家 ， 他 
是 数学 比赛 的 名 手 。 也 许 他 是 靠 比 赛 的 奖金 生活 的 。 有 一 次 比赛 ， 被 对 
方 提出 的 x 十 ax 二 6 形式 的 三 次 方程 所 难 住 ， 但 是 他 运气 不 错 ， 有 眼看 到 
了 期 限 ， 他 却 解 了 出 来 。 他 还 进一步 找到 了 方程 r Sarto 的 解法 。 总 
之 ， 那 时 候 把 这 两 个 方程 看 作 是 两 码 事 。 在 了 解 负数 的 今天 ， 如 果 能 解 
2 tHar=b H, 二 ax 十 6 也 就 迎刃而解 了 。 但 是 在 不 使 用 负数 的 时 
代 可 是 行 不 通 。 

由 于 那 次 比赛 ， 塔 尔 塔 利 亚 发 现 了 三 次 方程 的 解法 ， 对 于 人 靠 比赛 生 
活 的 他 来 说 ， 要 求 公 开 这 种 解法 的 关键 就 像 要 求 公开 专利 一 样 ， 绝 对 没 
有 商量 的 余地 。 卡 尔 达 诺 当 时 立 下 了 严守 机 密 决 不 外 传 的 克 言 ， 向 塔 尔 
塔 利 亚 请 教 了 秘密 公式 。 可 是 后 来 ， 卡 尔 达 诺 违 背 了 自己 的 暂 言 ， 在 著 
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作 中 公开 发 表 了 秘密 公式 。 从 那 件 事 开 始 ， 卡 尔 达 诺 和 塔 尔 塔 利 亚 就 开 
始 了 论战 。 当 然 从 数学 的 历史 来 看 ， 比 起 卡尔 达 诺 信守 誓言 ， 把 公式 秘 
SRK, WHT SRA ACHES. 

为 导出 卡尔 达 诺 公式 ， 首 先是 把 方程 

Ata +a ta =0 


的 未 知 数 LARA TET 的 系数 消去 ， 成 为 以 下 形式 
ztpxtg=0 
解 这 个 方程 式 ， 需 要 利用 已 知 的 下 面 这 个 公式 ， 
ety te ~—3ryz=Cxetytedlatawytea’ 2) (row y+ wz) 
如 果 两 个 式 子 相同 ， 下 面 的 式 子 也 可 以 分 解 成 三 个 一 次 式 。 这 样 可 
以 号 成 以 下 形式 
ram (1) 


y+zi=g (2) 
从 这 个 式 子 解 出 y 和 zz。 

从 (1) 得 出 mp RA (2) 

3 TP o 

y +57) q 


这 是 关于 y 的 二 次 方程 ， 所 以 
O) 
SEE) 

只 取 其 中 的 一 个 ， 则 为 
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由 于 z 十 ?十 zx 一 0， 所 以 根 是 


2=—y—z 
-I EN era) 
£= Twy w z 

AAA AAA 
T=—w y wz 


O 
这 联 是 卡尔 达 诺 公式 〈 又 叫 卡 当 公式 )， 这 个 公式 会 产生 奇妙 的 事 
如 果 把 这 个 公式 代 人 下 式 并 计算 | 
z —-6r+4=0 
的 三 个 根 ， 则 有 

= 2 FA+ /二 2 一 2 二 (1 十 让 十 (1 一 让 二 2 
HB, on . a1 si 


情 


~i 


z=1+tpdetd-Dw’=A4+D 。 
一 一 1 一 V3 


z 一 (1 十 Do 十 (1 一 Duw=(1 十 D 。 Ei 


+a- =li 一 一 1 十 了 


从 结果 来 看 ， PA” DEE HRT E i, X 
个 怪事 使 卡尔 达 诺 很 烦恼 。 

总 而 言 之 ， 如 果 不 承 认 i 这 个 数 ， 计 算 到 中 途 就 只 好 停顿 ， 那 样 一 
来 也 就 找 不 到 实数 根 2, — 14-43) —1-43T 0 

对 于 二 次 方程 ， 站 在 不 承认 虚数 的 立场 也 还 说 得 过 去 。 可 是 对 于 三 
次 方程 ， 如 果 不 承 认 虚 数 ， 就 会 遇 到 连 实数 都 无 法 计算 的 了 矛盾。 这 个 例 
子 很 好 地 说 明了 如 果 没 有 虚数 ， 代 数 将 是 多 人 么 不 完整 。 
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7.12 数 的 进化 


到 了 这 里 ， 我 们 回顾 一 下 从 命名 1，2 开始 的 数 的 进化 足迹 。 

回顾 从 自然 数 1，2，3，4… 开 始 ， 再 加 上 分 数 、 负 数 、 无 理 数 ， 直 
到 成 为 实数 的 发 展 过 程 ， 可 以 说 它 很 像 是 许多 涓涓 细 流 汇 成 一 条 大 河 
( 见 图 7-37) 。 

自然 数 添上 分 数 ， 再 添上 负数 就 成 为 
有 理 数 ;有理数 再 加 进 无 理 数 就 成 为 实数 
了 。 可 是 光 有 实数 还 不 够 ， 再 加 上 新 来 的 
虚数 ， 这 就 诞生 了 更 广泛 的 数 一 一 复数 。 

那么 ， 为 什么 在 数 的 世界 里 ， 要 从 自 
然 数 扩大 到 实数 呢 ? 仔细 一 想 ， 这 里 有 个 
一 贯 的 原则 。 比 如 说 ， 有 一 个 人 只 知道 10 
以 内 的 数 。 

1，2，3，…，10 

当然 对 这 个 人 来 说 : 加 法 也 是 不 太行 
的 。 也 就 是 说 ， 即 使 取 其 中 任意 两 个 数 相 
加 ， 也 有 可 能 管 不 上 来 。 如 果 是 2 十 3， 他 
知道 是 5。 要 是 6 十 7 的 话 ， 他 就 只 好 说 
“不 知道 ”了 。 他 即使 知道 10 000 以 内 的 数 也 是 一 样 的 。 因 为 6000+ 
”7000 的 答案 不 可 能 在 10 000 以 内 的 数 里 找 出 来 。 因 此 ， 为 了 无 限制 地 
进行 十 运算 ， 就 必须 有 无 限 多 的 自然 数 。 这 样 就 产生 了 所 请 无 限 多 的 自 
然 数 的 整体 的 想法 ， 这 就 是 

l, 2, 3, bes 

想象 有 这 祥 一 个 自然 数 的 整体 ， 就 可 以 自由 地 进行 十 运算 了 。 这 
时 ， 自 然 数 的 整体 对 于 十 来 说 叫做 闭合 。 由 于 乘法 也 是 自然 数 的 相 乘 ， 
是 加 法 的 重复 ,因此 也 能 自由 地 进行 。 也 就 是 说 自然 数 的 整体 对 于 X 也 
是 闭合 的 。 所 以 在 只 考虑 十 或 X 的 时 候 。 只 要 日 然 数 就 够 用 ， 没 有 必要 
再 考虑 新 的 数 。 

可 是 要 考虑 X 的 道 运算 二 的 时 候 ， 自 然 数 就 不 再 闭合 。 因 为 任意 取 
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两 个 自然 数 作 除法 结果 却 不 一 定 是 自然 数 。 例 如 2 二 3 的 结果 就 不 是 自 
然 数 。 

自然 数 的 范围 太 狭 牵 了 ， 要 想 自由 地 进行 除法 运算 ， 就 必须 增加 新 
的 数 ， 这 就 是 分 数 。 在 自然 数 与 分 数 合 起 来 的 更 宽广 的 数 的 范围 内 ， 
十 ，X， 二 就 可 以 自由 地 进行 。 

然而 ， 想 到 十 的 逆 运 算 一 的 时 候 ， 这 个 范围 又 窗 了 。 因 为 不 能 从 小 
数 减 去 大 数 ， 例 如 

2 一 5 
即使 写 出 这 个 式 子 ， 也 得 不 出 答案 。 为 了 让 这 个 式 子 也 能 有 答案 ， 就 必 
须 想 出 一 3 这 样 一 个 新 数 。 也 就 是 说 要 自由 地 做 一 运算 ， 需 要 有 一 种 新 
的 数 一 一 负数 。 把 数 的 范围 扩大 到 正 的 自然 数 、 负 的 自然 数 及 分 数 ， 即 
有 理 数 时 ， 十 ， 一 ，X ， 二 四 则 运算 可 以 自由 地 无 限制 地 进行 。 换 句 话 
说 有 理 数 对 于 四 则 运算 是 闭合 的 。 | 

19 thc AKA Be RK CH BL FE RS TUN KAMEN BY BEY Ak 
域 。 按 照 这 种 叫 法 ， 也 可 以 说 整个 有 理 数 的 集合 是 域 。 当 然 ， 叫 域 的 除 
了 有 理 数 之 外 还 有 许多 ， 对 我 们 来 说 最 熟悉 的 首先 就 是 有 理 数 。 

当 数 的 世界 扩展 到 有 理 数 时 ， 十 ， 一 ，X ， 二 的 计算 虽然 能 自由 地 
进行 ， 但 是 还 不 共有 连续 性 ， 所 以 仍然 不 能 表示 直线 上 所 有 的 点 。 填 满 
这 些 空缺 就 需要 无 理 数 。 有 理 数 与 无 理 数 合 起 来 就 是 实数 。 有 了 实数 就 
可 以 表示 直线 上 所 有 的 点 。 

总 而 言 之 ， 实 数 的 集合 就 是 对 于 十 ， 一 ，X ， 二 闭合 的 一 个 域 ， 同 
时 还 具有 连续 性 。 到 此 为 止 ， 似 乎 可 以 认为 数 的 世界 的 扩展 可 以 暂时 停 
HET. 

可 是 ， 如 果实 数 世 界 就 是 终点 ， 数 的 交响 乐 不 过 是 缺少 最 后 乐章 的 
未 完成 的 交响 乐 而 已 。 随 着 实数 而 来 的 最 后 乐章 就 是 复数 。 


7.13 四 则 逆 运 算 
以 前 扩大 数 的 世界 时 ， 在 很 多 情况 下 它 的 契机 是 道 运算 。 例 如 ， 由 


x 的 逆 运 算 二 而 增加 了 新 的 分 数 ; 由 十 的 逆 运 算 一 而 产生 了 新 的 负数 ， 
从 实数 产生 复数 的 契机 也 仍然 是 基于 道 运算 。 假 如 我 们 对 x 这 样 一 个 实 
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数 任意 进行 十 ， 一 ，X ， 二 四 则 运算 时 ， 可 得 到 以 下 的 式 子 ， 
2143 
32° —-2x4+5 
62° +4x* —524+10 


z’—l 


不 管 这 些 式 子 多 么 复杂 ， 也 只 是 十 ， 一，X ， 二 的 组 合 ， 所 以 只 要 rE 
实数 ， 代 入 计算 的 值 就 也 是 实数 。 
比如 设 下 面 式 子 等 于 y: 
2x +5x__ 
a*—1 
假定 这 个 式 子 是 从 工 算 出 y 的 ， 这 就 是 四 则 运算 。 
四 则 y 


HERF BO Mei ESF, EHEM y 求 出 x。 例如 当 y 2 if, x 
等 于 多 少 呢 ?9 这 个 计算 就 是 
rey 的 计算 
为 此 ， 只 要 解 下 面 的 式 子 求 出 z, 
2z +5x 
Z 一 ] 
去 掉 分 母 
2r +52 =2(x4* —1) 
2z 十 5z 一 2z 一 2 
移 项 得 
22° — 22° +52+2=0 


LT AE c ARE? 所 谓 一 


TFR 2x0 —2 +50 +2=0, ae. 
《四 则 运算 ) 
Ley 


=2 


La” ts 





= y HERAS ARA 


( 解 代数 方程 ) ， 
RE. REVERTE, BI, 
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二 比 关 难 。 现 在 的 情况 也 是 如 此 ， 解 代数 方程 的 运算 是 比 四 则 运算 要 
难 。 

那么 在 实数 的 范围 里 ， 能 不 能 自由 地 进行 解 这 个 代数 方程 的 运算 
E? 回答 是 否定 的 。 请 看 下 面 这 个 实例 。 

在 四 则 运算 x:==y 中 ， 要 是 反 过 来 从 > 求 z 的话 ， 就 不 是 任何 时 候 = 
都 能 行 得 通 的 。 如 果 y 是 正 数 

Z 一 土 Vy 
可 以 求 出 实数 <。 如 果 y 是 负数 ， 例 如 > 一 一 1 就 不 能 在 实数 范围 内 找 出 
与 之 对 应 的 zx。 因为 〈 实 数 和 六 决 不 会 是 负数 。 

因此 我 们 知道 ， 在 实数 的 范围 内 ， 对 于 四 则 运算 的 道 运算“ 解 代数 
方程 ”来 说 ， 不 是 闭合 的 。 要 想 自 由 地 解 代数 方程 ， 就 必须 打破 实数 的 
HEHE, 导入 新 的 数 。 这 个 新 的 数 就 是 虚数 。 


7.14 代数 学 的 基本 定理 


我 们 知道 ， 如 果 把 数 的 世界 扩大 到 复数 ， 那 么 二 次 方程 ， 三 次 方程 
以 及 x 一 1 二 0 形式 的 nn 次 方程 就 都 是 有 根 的 。 而 且 不 管 什 么 情况 ， 根 的 
个 数 和 方程 的 次 数 相同 。 

这 个 事实 能 不 能 再 一 般 化 呢 ? 也 就 是 说 所 有 的 2 次 代数 方程 

ax tax" + "ta, ata, =0 
是 不 是 一 定 有 复数 根 呢 ? 

这 件 事 大 约 在 200 年 前 就 曾 设想 过 ， 但 在 漫长 岁月 里 谁 也 不 能 证 
明 。 首 先 证 明 这 个 事实 的 是 20 岁 的 青年 高 斯 。 他 在 1797 年 哥 廷 根 大 学 
的 毕业 论文 里 首先 证 明了 这 个 事实 。 这 个 定理 叫做 代数 学 的 基本 定理 ， 
理由 是 解 代 数 方 程 是 代数 学 的 最 大 任务 。 

这 个 定理 就 保证 了 代数 方程 不 论 如 何 都 有 根 存在 ， 不 用 担心 为 了 找 
出 不 存在 的 根 而 白费 劲 ， 可 是 即便 知道 有 根 ， 要 找 出 它 来 也 决 不 是 容易 
的 事 。 

首先 ， 解 一 次 方程 是 很 早 以 前 就 知道 的 。 二 次 方程 也 是 很 早 以 前 知 
道 解法 的 。 但 三 次 方程 就 是 在 后 来 才 找到 解法 。 对 于 那 件 事 ， 卡 尔 达 诺 
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8.1 万 物 都 是 数 


直 代 罗马 的 讽刺 作家 路 吉 阿 诺 斯 在 《 鸡 》 的 对 话 中 有 下 面 一 段 话 。 

鸡 :“ 主 人 ， 人 和 您 知道 名 叫 毕 达 哥 拉 斯 的 男人 吗 ? 他 是 萨摩 斯 人 ， 称 
纳 萨 尔 科斯 的 儿子 的 …… o” 

米 基 由 洛斯 〈( 鸡 的 主人 ): “那个 学 者 呀 ， 他 提出 清 规 要 布衣 粗 食 ， 
不 许 吃 内 ， 不 许 吃 豆 ， 是 个 吹 大 牛 的 家 伙 。 而 且 还 建议 在 5 年 之 内 ， 不 
要 跟 别 人 说 话 。”，…… 

这 样 交 蔡 着 问答 之 后 ， 接 着 那 只 鸡 就 坦白 出 自己 是 毕 达 遇 拉 斯 投胎 
转世 的 事 。 

“不 许 乃 豆 ” 这 件 事 是 毕 达 哥 拉 斯 所 创立 的 教 团 的 清 规 戒 律 ， 另 一 
方面 ， 毕 达 哥 拉 斯 又 鼓吹 灵魂 是 轮流 回转 的 ， 路 吉 阿 诺 斯 很 巧妙 地 把 这 
些 事 联系 在 一 起 ， MARTA th aA ARMAR, fr Pe 
要 吃 豆 。 

毕 达 蔗 拉 斯 准确 的 生 华 年 不 得 而 知 ， 大 约 是 公元 前 600 年 吧 。 有 个 
奇异 的 传说 ,说 他 在 年 轻 的 时 候 去 东方 旅行 ， 在 印度 与 释 迦 件 尼 会 过 
面 ， 还 与 释 迦 御 尼 或 孔子 一 起 胱 望 过 太阳 。 之 所 以 有 和 释 迦 件 尼 见 过 面 
的 传阅， 可 能 是 因为 两 个 人 都 鼓吹 灵魂 是 轮转 的 缘故 。 

像 毕 达 哥 拉 斯 那样 有 名 ， 而 且 是 谜 一 般 的 人 物 已 经 不 复 存 在 了 。 毕 
达 哥 拉 斯 是 个 大 数学 家 ， 是 音乐 理论 的 创始 者 ， 但 另 一 方面 他 却 是 抱 有 
“不 准 吃 豆 ” 有 上 啦 ，“ 不 准 用 铁 拨弄 火 ” 等 等 查 妙 戒律 的 宗教 教 团 的 鼻祖 。 
只 能 说 他 上 半 映 是 大 科学 家 ， 下 半身 是 新 兴 宗 教 的 教 祖 。 毕 达 哥 拉 斯 就 
ERE BAK, PU, FARR RAR PARA. 
“ 毕 达 哥 拉 斯 读 了 大 量 的 书 ， 亲 自 创 造 出 智慧 、 博 识 与 妖 术 。” 

毕 达 哥 拉 斯 出 生 在 希腊 的 有 很 多 岛 上 的 爱 琴海 中 一 个 名 称 为 萨摩 斯 
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的 小 岛 上 。 他 去 埃及 和 东方 旅行 之 后 ， 来 到 南 意 大 利 的 死 罗 顿 落户 ， 创 
立 了 如 今 叫 做 毕 达 哥 拉 斯 哌 的 教 团 。 这 位 大 科学 家 兼 教 祖 给 弟子 们 讲 
课 ， 据 说 他 讲课 的 时 候 身 穿 白 色 法 衣 ， 头 顶 金 冠 站 在 讲坛 上 。 

他 的 哲学 基础 就 是 数 。 这 和 说 “万 物 都 是 水 ”的 泰勒 斯 ， 和 主张 
“万 物 都 是 火 ”的 赫 拉 克利 特 不 一 样 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 暂 学 就 是 “万 物 
都 是 数 ”。 人 制造 毕 达 哥 拉 斯 派 的 宇宙 需要 的 一 块 一 块 砖 就 是 数 1，2， 
3，"…， 是 自然 数 。 他 喜欢 画图 形 来 表示 数 。 就 像 扑 克 或 骨 子 的 点 那 
样 ， 把 点 排列 成 三 角形 或 四 边 形 ， 作 出 各 种 图 形 ， 然 后 使 它们 具有 菏 


比如 说 三 角形 数 ， 就 ， . 
是 图 8-1 ROI A HOHE een 
列 。 1 eN . : a ¢ Zi o 
Be MAREA A 
篇 对 话 ， 叫 《拍卖 学 派 》， 图 8-1 


在 那里 毕 达 哥 拉 斯 也 被 拍卖 7 了。 买主 问 毕 达 哥 拉 斯 你 教 我 什么 。 毕 达 赂 
拉 斯 说 教育 乐 和 几何 学 ， 又 说 也 教 数 数 的 方法 。 买 主 就 说 了 : “可 是 现 
在 我 知道 数 数 的 方法 。” 

HOTS AL ARA AR?” 

KE: “1, 2, 3, 4.” 

毕 达 哥 拉 斯 :“ 好 啊 ， 你 认为 是 4， 我 们 可 认为 它 是 10， ° 


是 完整 的 三 角形 。” a 
总 之 ， 毕 达 哥 拉 斯 说 的 不 是 普通 的 4， 而 是 第 4 个 三 角 “““。 
形 数 ， 他 说 的 是 10 ( 见 图 8-2). 图 8-2 
oo a TT O ea 
图 8-3 


四 边 形 数 如 图 8-3 所 示 。 
RUE RUA 8-4 所 示 。 
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图 8-4 
这 样 一 来 ， 他 相信 字 宙 中 一 切 事物 都 是 自然 数 。 当 然 ， 后 来 这 个 信 
念 就 必然 被 打破 了 en une 


8.2 数 的 魔术 


对 毕 达 哥 拉 斯 来 说 ， 一 个 一 个 的 数 具 有 某 种 特别 意义 。1 是 神 ，2 
是 女性 ，3 是 男性 。 其 中 的 6 也 是 完全 的 数 。 为 什么 呢 ? 这 是 因为 6 等 
于 约 数 之 和 。 

6 的 约 数 GABAA) 是 1，2，3， 把 它们 加 在 一 起 正好 等 于 6。 

1 十 2 十 3 一 6 | 

这 种 对 “完全 的 数 ” 的 崇拜 一 直 延 续 到 后 来 。4 世纪 的 圣 。 奥 古 斯 
于 说 过 由 于 6 是 完全 的 数 ， 神 在 6 天 的 时 间 里 创造 了 世界 。8 世纪 的 阿 
尔 博 因 解释 说 ， 神 在 6 天 里 用 诺 亚 的 洪水 把 创造 好 的 世界 淹没 了 。 那 时 
留存 的 诺 亚 家 族 是 8 个 人 。 可 是 这 个 8 用 约 数 相 加 的 话 ， 则 是 1 十 2 十 4 一 
7, 不 到 8。 也 就 是 说 8 是 不 完全 数 ， 所 以 说 以 后 的 址 界 也 就 是 不 完全 的 
世界 。 

听 了 这 个 说 明 你 就 会 明白 ， 以 前 的 人 是 把 神秘 的 意义 加 到 一 个 一 个 
数 上 去 的 。 

可 是 如 果 对 他 们 的 神秘 主义 付 之 一 笑 那 就 错 了 。 就 像 是 天 文学 和 占 
星 术 搅和 在 一 起 诞生 ， 化 学 和 炼金 术 纠 缠 在 一 起 诞生 一 样 ， 数 的 理论 也 
是 和 数 的 魔术 紧密 结合 的 。 随 着 理论 的 发 展 ， 它 渐渐 地 从 魔术 中 分 离 出 
来 ， 直 到 完全 脱离 ， 经 历 了 很 长 时 间 。 

完全 数 也 仍然 中 有 朝 着 理论 方面 发 展 的 胚芽 。 这 就 是 除了 6 以 外 
还 有 没有 完全 数 ， 如 果 有 ， 把 它们 都 列举 出 来 。 问 题 就 是 从 这 里 开 
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(mod 5) 


图 8-8 

决定 贺年 片 是 否 中 奖 常 党 是 用 号 码 的 最 后 数 宁 确定。 比如 确定 了 最 
后 两 位 数 为 67 的 贺年 片 中 奖 ， 由 于 

245 867=245 800 十 67 
所 以 

245 867 = 67(mod 100) 

用 mod 100 来 分 类 时 ， 最 后 两 位 数 是 67 的 贺年 片 都 中 奖 。 当 然 这 种 想 
法 也 不 一 定 就 是 高 斯 首先 想 出 来 的 。 

从 毕 达 哥 拉 斯 那 时 候 开 始 ， 整 数 和 魔术 紧密 地 结合 起 来 ,但 是 在 用 
字母 表示 数 的 古 希 腊 ， 数 却 和 姓名 判断 结合 起 来 。 例 如 特洛伊 战争 的 英 
雄 赫 克 托 尔 ， 如 果 换 算 成 数 就 是 

E k T w p 

5 20 30 800 100 
把 这 些 都 加 起 来 就 是 1225。 可 是 他 的 好 对 手 阿 基 里 斯 是 

A x L A A € y o 

1 600 10 30 30 5 400 200 
全 部 加 在 一 起 是 1276。 所 以 说 明 阿 基 里 斯 更 强 。 
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到 了 后 来 更 细致 了 ， 就 是 把 这 些 数 用 9 除 所 得 的 余数 当 作 问题 。 
赫 克 托 尔 的 1225 用 9 除 余 1， 阿 基 里 斯 的 1276 用 9 除 余 7。 


136 141 
9)1225 9)1276 
32 37 
27 36 

55 16 

54 Y 

1 7 


余数 的 1 和 7 FEN EHER UT REN EMT, BATE 
是 了 解 他 们 命运 的 重要 线索 。 

由 于 是 用 9 除 得 的 余数 来 把 人 的 姓名 分 类 ， 所 以 余数 为 0，1，2， 
3，…，8， 一 共有 9 类 。 

据说 还 有 用 7 除 得 的 余数 来 分 类 的 流派 。 

这 种 想法 套用 到 年 龄 上 就 产生 出 天 干 地 支 。 天 干 可 以 认为 是 用 10 
除 得 的 余数 分 类 ， 而 地 支 就 是 用 12 除 得 的 余数 来 分 类 。 

当然 现在 来 看 这 只 不 过 是 迷信 ， 可 是 在 用 某 个 确定 的 数 去 除 一 个 数 
的 余数 来 分 类 的 方法 当中 ， 数 的 魔术 蕴含 着 向 数 的 科学 发 展 的 重要 的 
胚芽 。 | 

用 9 除 整 数 所 得 的 余数 来 分 类 ， 就 可 以 有 9 类 ， 如 表 8 -1 所 示 。 


$% 8-1 


此 外 ， 日 历 等 是 用 mod 7 分 类 的 ， mé 8-2 HR. 
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8.4 恒等式 的 计算 法 


恒等式 的 二 很 像 等 式 的 = 二， 用 起 来 是 方便 的 。 二 像 ==， 也 可 以 说 是 
HS SH. 

SR, MRA mod nn 一定， 那么 任意 一 个 整数 就 与 它 本 身 恒 等 

a = al mod n) 
另外 ， 如 果 a == b(mod n), Mi b= almod n) 
X%a=b, b=c(modn), W 

a=c 
在 这 一 点 是 和 二 同样 处 理 。 

等 式 的 两 边 可 以 加 同样 的 数 ， 这 对 恒等式 也 行 
得 通 。 与 ac= 王 时，a 十 c 一 5 十 c 相 同 ，a 三 5 时 ，a 
十 c 寺 6 十 c。 这 是 因为 从 位 于 同一 垂 线 上 的 4 与 5 同 
样 上 升 了 < 的 ea 十 < 与 5 十 c， 仍 是 位 于 同一 垂 线 上 的 
Ri, FA 8-9. BE a+c=b+c(mod n) 相同 ， 
“4 a = b(mod n), c = d(mod n) 时 

atc=b+c (mod n) 

b+c=b+d (mod n) 

a+c=b+d (mod n) 图 8-9 
即 可 把 两 个 等 式 释 加: 

a=b (modn) 
+c=d (mod nm) 

at c=b+dúmod n) 
减法 也 完全 一 样 ， 

a=b (modn) 
_—e=d (modn) 
a—c=b—d(mod n) 


乘法 如 何 呢 ? 如 果 把 a=b 相 加 c K: 
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100 + at 10 +. b+c=0 + at0* b+e=c 
即 只 要 看 1 位 数 能 否 用 2 除 尽 ，2 位 以 上 的 数 就 不 必 考 虑 。 
3 的 有 时候， 由 于 10 =1(mod 3)， 如 果 把 两 边 平 方 ， 三 次 方 …… 就 
可 以 得 到 
100 = 1, 1000 = 1***(mod 3) 
所 以 就 成 为 
100«a+ 10» b+c=1+at+1+b+c=a+b+Hc(mod 3) 
即 只 要 看 数字 的 和 能 否 用 3 除 尽 即 可 。 
4 的 时 候 是 100 = OC mod 4), FÆ 1000 =0, 10000 =0, = 
(mod 4), ， 所 以 
1000 » a+ 100 + b+10+c+d 
=0-eat+0-64+10+ectd=10ec+d 
即 只 要 看 最 后 2 位 数 能 否 用 4 除 尽 就 行 了 。 
5 的 时 候 10 =0, 100=0, (mod 5) 


所 以 
100 *a+10*b+c=0-at0+-b+c¢c=c(mod 5) 
即 最 后 1 位 数 是 0 或 5 即 可 。 


对 于 6， 可 以 把 mod 2 和 mod 3 合 起 来 用 。 

7 呢 ? 从 10 = 3(mod 7) 接连 乘 以 10 4% 

10? =30=2, 10 = 20 =— 1, 10° =— 10, 

10° =—10*, 10° =1(mod 7) 

如 果 有 一 个 6 位 数 

10;。a 二 10+。5 十 10; «c+ 10? + d+10e+f 

=— 10’a—10b—c+10°’d+10e+ f 

=—(10%4 + 105+ c) + (10d + 10e + fP) 

假如 这 个 6 位 数 是 293 524， 就 把 它 分 成 3 位 数 293 和 524， 求 它们 的 差 。 

524 一 293 一 231 

只 要 看 这 个 231 能 否 用 7 除 尽 即 可 。 由 于 231 可 以 用 7 除 尽 ， 所 以 
293 524 也 确实 能 用 7 除 尽 。 

8 的 时 候 ， 由 于 10° =0(mod 8) ， 因 此 可 以 不 管 4 位 以 上 的 数 ， 只 
要 最 后 3 位 能 用 8 除 尽 即 可 。 
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最 后 再 来 看 看 9。 由 于 10 = 1, 10% = 1, 10° = 1, (mod 
9)， 因 此 

10%44+-10'b+-10c+d=1»a+1+b+1+c+d 

=a+t+b+c+d(mod 9) 

这 就 同 3 一 样 ， 只 要 看 数字 之 和 能 否 用 9 除 尽 即 可 。 
OBL, LIO 去 法 ， 用 来 确定 计算 的 结果 。 为 了 确定 下 面 
的 计算 ， 求 出 数字 和 。 

254…2 十 5 十 4 一 11…2 


183…1 十 8 十 3 一 12…3 

x _ xX 
762 6 

2032 

254 


46482*""4+6+4+8+2=24""-6 
其 理由 可 以 从 恒等式 立即 得 到 说 明 。 

254 =2+5+4=2 

183 =1+8+3=3 

254 X 183 = 2 X 3 = 6( mad 9) 

这 样 就 能 看 出 9 特别 方便 ， 因 为 它 是 只 比 10 小 1 的 数 。 

例如 利用 mod 9， 下 面 的 问题 就 容易 解 出 来 。 

l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
把 9 个 数字 适当 排列 ， 在 它们 当中 适当 的 好 方 放 人 加 号 ， 例 如 

6 十 23 十 7 十 9 十 1 十 8 十 45 
并 且 计 算 这 个 式 子 。 看 看 能 和 否 使 答案 正好 是 100。 若 计算 上 式 ， 则 

6 十 23 十 7 十 9 十 1 十 8 十 45 一 99 

也 许 你 会 想 再 凑 上 1 就 正好 是 100 了 ， 但 是 事实 却 不 是 这 样 的 。 应 
用 9 去 法 ， 则 有 

6 十 23 十 7 十 9 十 1 十 3 十 45 三 6 十 2 十 3 十 7 十 9 十 1 十 8 十 4 十 5 

= 45 = 0( mod 9) 

可 以 看 出 这 样 的 数 全 都 是 9 的 倍数 ， 所 以 绝对 不 会 是 100。 

怎么 动脑 筋 想 办 法 也 不 会 凌 成 100， 这 是 确定 无 疑 了 ， 可 如 果 是 不 
知道 9 去 法 的 人 ， 就 会 把 所 有 可 能 情况 都 想 做 一 下 试 试看 。 那 么 要 说 所 
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有 可 能 情况 的 话 ， 到 底 有 多 少 呢 ?其 实 这 个 数字 也 是 大 得 出 奇 。 
2°X2X3X4X5X6X7X8X9=92 897 280 
即使 计算 一 个 式 子 需要 1 秒 ， 全 部 检查 完了 也 需要 294 年 以 上 的 时 
间 。 懂 得 恒等式 的 人 是 不 会 干 这 种 傻 事 的 。 这 个 例子 让 我 们 领会 到 了 恒 
等 式 的 威力 。 


8.6 公 售 数 与 公约 数 


一 个 数 的 倍数 是 有 规律 地 按照 相等 的 间隔 排列 的 ， 两 个 数 共同 的 信 
数 又 是 怎样 的 呢 ? 

共同 的 倍数 叫 公 倍数 。 最 古老 的 公 倍 数 的 例子 就 是 天 干 地 支 。 

天 干 是 P, Z.A, T. mR. Oo. HE, E, E, 2 

地 支 是 FF. HH, H WM. BEBO, FR HE BR. 2 
天 于 是 每 10 年 重复 一 次 ， 地 支 是 每 12 年 重复 一 次 。 甲 子 再 次 来 到 是 什 
么 时 候 呢 ? 甲 是 每 10 年 重复 ， 所 以 是 10 的 倍数 ， 子 是 12 的 倍数 ， 所 
以 甲子 是 每 卫 10 和 12 的 共同 倍数 重复 一 次 。 见 图 8- 10。 

RF 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 

130, ... 

地 支 12,24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, = 
其 中 找 出 共同 数 ， 首 先 可 以 找到 60， 这 个 60 10 和 12 公 倍 数 当 中 最 
小 的 一 个 。 也 就 是 最 小 公 倍 数 。 每 60 年 一 个 甲子 就 是 这 个 缘故 。 

接 下 去 再 出 现 的 公 倍 数 是 什么 呢 ? 因为 甲子 出 现 之 后 ， 甲 又 是 每 10 
年 重复 一 次 ， 子 又 是 每 12 年 重复 一 次 ， 所 以 和 以 前 完全 一 样 ， 仍 然 是 
60 年 后 又 轮 到 甲子 。 如 果 从 头 数 就 相当 于 第 120 年 ， 再 往 后 数 60 年 就 
是 第 180 年 ， 总 之 ，10 和 12 的 公 倍 数 是 60 的 倍数 。 

60, 120, 180, 240, = 

这 种 想法 对 两 个 以 上 的 数 来 说 是 同样 的 。 所 以 可 以 说 几 个 数 的 公信 
数 就 是 最 小 公 人 和 倍数 的 倍数 。 

因为 有 这 个 规律 ， 在 找 公 倍数 时 可 以 先 找 出 最 小 公 倍 数 。 

具体 来 说 ， 怎 样 找 出 最 小 公 倍 数 呢 ? 这 将 放 在 后 面 来 叙述 。 

就 像 把 共同 的 倍数 叫做 公 倍 数 ， 共 同 的 约 数 就 命名 为 公约 数 。 例 如 
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(42, 96) =6 

一 般 来 说 

(zz, yz) =xz(x, y) 

两 个 数 的 公约 数 只 有 1 时 ， 
当然 最 大 公约 数 就 是 1， 把 这 样 
两 个 数 叫 做 互 素数 。 

例如 (8，15) 二 1，(10，17) 
=1, "+, 这 些 都 是 互 素数 。 

做 好 了 这 些 准备 ， 下 面 就 
来 证 明 一 个 重要 的 定理 ， 即 





(a, n)=i, ab Ħin RERE, b i TTTS TT i 2 
REM n RE. | y 96 
要 证 明 这 一 点 ， 首 先 要 考 | | 1 1 £ 

_ Be ee ee ee oes ane wb me una. EXg 3 0 

不 三 个 数 ob ，bn，n 的 最 大 公约 "6 

Blab, bn, n). RAH PHM 图 8-11 

的 两 个 数 gp，bn 的 最 大 公约 数 

是 5: 


(ab, bn) =b(a, n) =b » 1 =b 
FA Cab, bn, n) 就 是 8 SHARAN. 
(ab, bn, n)=(b, n) 
为 一 方面 ， 因 为 ob 和 bn WE n 的 倍数 。 
(ab, bn, n) =n 
(b,n)=n 
即 5 可 以 用 n 除 尽 。 
利用 这 个 事实 ， 可 以 证 明 以 下 定理 : 
(a, D =1 BH, a, b 的 最 小 公 倍 数 是 ab。 
最 小 公 倍 数 是 a 的 倍数 ， 可 以 写作 ac, PARA ORR, MA ca 
以 用 5 除 尽 。 BS, cb 的 倍数 ， 因 此 其 中 最 小 的 就 是 ap。 
假设 两 个 数 a 和 8 的 最 大 公约 数 是 g， 最 小 公 和 倍数 是 L 


l a b a b a b 
名 是 三 和 二 的 最 小 公 倍 数 。 由 于 一 与 是 互 素数 ， 一 号 一 的 最 小 
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a b 
BEBE Al 
fia lb 
g E E 
去 掉 分 母 

gl=ab 


总 之 两 个 数 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 售 数 之 积 等 于 两 个 数 之 积 。 
所 以 要 求 最 小 公 售 数 时 ， 可 以 把 两 个 数 相 乘 ， 再 用 最 大 公约 数 
去 除 。 
例如 求 10 与 12 的 最 小 公 人 倍数， 因为 最 大 公约 数 是 2， 所 以 就 是 
10xX12+2=60 


8.7 素 数 


所 有 整数 都 是 把 1 不 断 累 加 的 结果 。 因 此 要 是 把 加 法 看 作 是 基础 ， 
就 可 以 说 所 有 整数 都 是 由 1 这 样 的 原子 组 成 。 

可 是 用 乘法 作 基 础 来 考虑 的 话 ， 就 不 是 这 样 了 。 把 整数 逐次 分 成 几 
个 小 的 数 的 乘积 ， 一 直 分 到 不 可 再 分 为 止 。 

6=2X3 

8 一 2X2X2 一 23 

12=2X2X3=2 X3 

以 乘法 为 基础 来 考虑 时 ， 分 到 2，3，… 这 样 小 的 数 时 就 不 能 再 分 。 
把 不 能 分 成 像 上 述 这 样 小 的 数 乘积 的 整数 叫做 素数 。 总 而 言 之 ， 素 数 是 
乘法 世界 中 的 原子 。 在 加 法 世界 中 ， 原 子 仅仅 是 1， 但 作为 乘法 世界 的 
原子 的 素数 来 说 却 是 2，3，5，… 有 许 许多 多 。 

素数 可 以 说 是 相当 于 化 学 家 说 的 元 素 。 可 是 对 于 化 学 家 来 说 ， 幸 亏 
只 有 102 种 元 素 ， 即 使 算 上 同位 素 也 仍然 是 有 限 个 。 

与 之 相 比 较 ， 素 数 如 何 呢 ? 如 果 能 全 部 找 测 1000 个 左右 或 是 
10 000 个 左右 的 素数 ， 那 么 ， 即 便 是 几 亿 几 万 亿 的 大 数 ， 也 全 都 可 以 用 
这 些 素数 的 积 来 表示 ， 那 可 多 方便 呀 。 

可 是 真 不 巧 ， 事 实 并 不 是 这 样 。 我 们 知道 ， 不 论 到 什么 地 方 总 是 有 
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新 的 素数 出 现 。 也 就 是 说 “素数 有 无 限 多 个 ”。 

首先 明确 地 证 明了 这 个 定理 的 是 欧 几 里 得 ， 他 是 用 反 证 法 证 明 的 。 

首先 确定 有 两 种 情形 。 

(1) 素数 有 无 限 个 。(2) 素数 只 是 有 限 个 。 

证 明 CD 是 我 们 的 目的 ， 但 我 们 要 用 否定 (2D RUN (1) 成 立 。 

假定 全 部 素数 是 有 限 个 ， 例 如 假定 只 有 个。 并 且 从 2 开始 ， 把 这 
些 数 全 部 写 出 来 ， 第 n 个 素数 是 p。 

2, 3, 5, 7,11, '",p 
用 这 些 素 数组 成 以 下 的 整数 a, 

a=2X3X5X7X“"Xp+1 
XP aki 2, 3,57, 上 轧 中 的 任何 一 个 去 除 都 除 不 尽 而 余 1。 所 以 
把 a 分 解 成 素数 时 ， 其 中 所 含有 的 素数 都 不 是 2，3，5，…，p。 因 此 除 
了 2，3，5，…， 刀 以 外 还 有 素数 ， 这 样 就 违反 最 初 2，3，5，…， 妃 是 
全 部 素数 的 假定 。 于 是 〈2) 就 不 成 立 。 也 就 是 说 ， 不 论 如 何 ， 结 论 
(D 素数 有 无 限 个 成 立 。 

素数 有 无 限 个 ， 由 此 数学 家 的 任务 也 就 变 得 艰难 起 来 。 可 是 因此 数 
学 家 就 不 会 失业 了 。 这 里 出 现 的 难题 ， 首 先是 所 请 的 无 限 是 怎样 分 布 的 
WE? 它 的 分 布 是 相当 不 均匀 的 。 例 如 90 与 100 之 间 只 有 97， 可 是 100 
与 110 之 间 就 有 101, 103, 107, 109 四 个 素数 。 数 学 家 关心 的 是 找 出 
一 种 什么 法 则 ， 以 便 一 看 就 能 知道 纷繁 的 素数 分 布 情况 。 

如 果 说 素数 相当 于 化 学 家 的 元 素 ， 那 么 把 整数 分 成 素数 之 积 ， 就 相 
当 于 把 化 合 物 分 解 成 元 素 ， 也 就 是 相当 于 分 子 式 : 

水 二 H,0 

人 硫酸 二 H, SO, 


就 像 发 现 化 合 物 可 以 分 解 成 元 素 这 件 事 ， 在 化 学 这 门 学 问 的 历史 上 起 到 
了 决 乍 性 的 作用 一 样 ， 第 一 次 发 现 整 数 能 分 成 素数 的 乘积 时 ， 数 的 知识 
就 像 一 个 人 开始 会 走路 那样 成 为 科学 了 。 

首先 需要 有 系统 地 找到 素数 的 方法 ， 最 简单 的 方法 之 一 ， 就 是 埃 拉 托 
塞 尼 的 所 谓 筛 法 。 这 种 想法 极 单 纯 ， 就 是 只 要 不 是 更 小 的 数 (不是 1) 的 倍 
数 就 是 素数 。 因 为 是 把 倍数 得 漏出 去 ， 剩 下 的 是 素数 ， 所 以 起 名 叫 得 法 。 
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在 证 明 这 个 定理 以 前 ， 先 人 为 地 作 一 个 定理 不 成 立 的 例子 。 我 们 不 
考虑 全 部 整数 ， 而 是 只 考虑 个 位 数 为 1 的 数 ， 也 就 是 对 mod 10 来 说 x 
= 1(mod 10) 的 数 。 

1, 11, 21, 31, 41, 51, 61, «= 
要 是 考虑 到 计算 方法 ,我们 立刻 可 以 知道 ， 把 这 样 的 两 个 数 相 乘 的 结 
R, 个 位 还 是 1。 

假定 有 一 个 人 只 知道 这 样 的 数 ， 那 么 对 他 来 说 ， 不 用 说 11 或 31， 
Æ 21 或 51 也 会 看 作 是 素数 ， 因 为 即使 分 成 21 王 3X7， 他 也 是 不 知道 数 
3 或 7。 这 样 一 来 ， 对 于 4641 来 说 就 可 以 分 为 两 种 。 

4641=21X221 

4641=51X91 
在 他 看 来 ， 这 里 出 现 的 21，221，51，9%1 都 是 素数 ， 可 是 分 的 方法 确实 
不 止 一 种 。 

因此 ， 在 这 种 “人 为 的 ” 数 的 世界 中 ， 素 因数 分 解 的 唯一 性 不 成 
立 ， 因 为 唯一 性 成 立 的 环境 是 “自然 ” 数 的 世界 。 

假设 把 某 个 数 分 成 素数 的 积 时 ， 用 了 两 种 不 同 的 分 法 。 

a= p po" p= Pi pa DP, 

如 果 两 边 出 现 同样 的 素数 ， 约 去 以 后 ， 两 边 就 不 会 再 出 现 同样 的 素数 。 

可 是 从 左边 的 p 来 看 ， 那 是 把 pl ep 的 积 除 尽 了 ， 因 此 是 把 


bi» Di» …，p, 之 中 的 某 个 数 除 尽 ， di» di» teh DEREK 所 以 
应 该 是 与 其 中 的 一 个 数 一 致 。 总 之 在 右边 也 有 pl ， 这 就 与 “没有 共同 的 
素数 ”的 假定 相反 。 


总 而 言 之 ， 由 于 约 去 a 的 两 边 就 变 成 1 一 1 的 形式 ， 一 开始 就 出 现 
同样 的 素数 。 知 道 了 这 个 唯一 性 的 定理 ， 就 会 明白 为 什么 不 把 1 SER 
数 。 要 是 1 也 算 作 素数 的 话 ， 就 有 

6=2X3=1XK2X3=1X1X2xK3="" 


它 的 分 解 就 不 是 一 种 了 。 
运用 这 个 唯一 性 的 定理 ， 能 够 证 明 Y2 ，Y3 ，… 是 无 理 数 。 
如 果 假 定 V3 是 有 理 数 ， 则 可 置 
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Ba, b 为 整数 ， 把 两 边 平 方 ， 去 掉 分 母 

3a =b 
试 将 a, 5 分 成 素数 

3pip2""pn—q Qe “gn 
这 时 素数 3 在 左边 出 现 奇数 次 ， 在 右边 出 现 偶数 次 ， 这 就 与 唯一 性 定理 
相 矛 盾 。 所 以 V3 不 会 是 有 理 数 ， 而 是 无 理 数 。 


同样 可 以 知道 V5 ， V6 ， V7 ， … 是 无 理 数 。 
8.9 AS EEE 


A=SHFRRNEFAHMLAERNTIT HARTE. SESH n 除 得 
的 余数 相等 时 ， 就 属于 同一 组 。 这 种 分 法 最 近 和 常用 在 确定 抽签 中 奖 号 码 。 
所 谓 把 用 5 除 余数 为 2 的 号 码 作为 中 奖 号 码 ， 恰 好 是 满足 下 式 的 整数 : 

x = 2(mod 5) 

以 前 曾经 说 过 ， 如 果 用 (mod 5) 来 分 类 ， 就 可 以 分 为 5 个 组 CD 
后 规定 叫做 类 ) ， 这 是 因为 余数 有 5 种 : 

0, 1, 2,3, 4 

现在 只 把 0 另外 处 理 ， 取 1，2，3，4 类 来 看 看 。 如 果 是 取 2 的 话 ， 
这 时 就 是 

2, 27, 2°, +... 

下 面 把 (mod 5) 省 略 掉 ， 

2 三 2 “三 4 8 三 3 2 三 6 三 1 
也 就 是 4 次 方 就 变 成 1 了。 

接着 我 们 来 作 一 下 3: 

3 三 3 “=9=4 *=12=2 t=6=1 
这 次 也 不 错 ，4 次 方 就 变 成 1 了。 再 作 一 下 4 看 看 ， 

4 三 4 “=16=1 
这 次 是 2 次 方 就 是 1 了。 当然 4 次 方 也 是 1。 

4 一] 


不 论 取 1，2，3, 4 的 哪 一 个 ， 只 要 4 次 方 就 都 是 1。 
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a* = 1(mod 5) 

要 证 明 这 一 点 可 以 用 以 下 做 法 。 首先 把 1，2，3，4 PFE 2， 于 
是 就 成 了 

2, 4, 6, 8 | 
ME 1, 2, 3, 4 中 的 某 一 个 ， 为 什么 昵 ? 因为 用 5 除 不 尽 的 数 互 乘 的 
积 也 还 是 用 5 除 不 尽 ， 而 且 彼 此 也 不 会 恒 等 。 总 而 言 之 ，2，4，6，8 仅 
仅 是 把 1，2，3，4 的 顺序 变换 一 下 。 事 实 是 

2 4 6 8 

l | y l 

2 4 1 3 
因此 (1 X 2) K (2X2) XK (3K 2) x(4x2=1X2X3X4 

2 X1X2X3X4=1X2X3X4 
由 于 1X2X3Xx4 用 5 除 不 尽 ， 故 有 

2* =1 (mod 5) 
即使 不 是 2， 用 3，4 也 可 以 。 所 以 ， 一 般 来 说 

x’ =1 (mod 5) 

由 以 上 论述 可 以 看 出 ， 即 使 不 是 5， 对 于 一 般 的 素数 也 成 立 。 这 就 
是 费 马 (Fermat) EM: 

x?’ =1(mod p) (z H p BAR) 

恒等式 二 与 等 式 二 相似 的 地 方 很 多 ， 但 是 磁 到 费 马 定理 就 大 不 一 样 ， 
对 于 三 来 讲 ， 实 在 不 能 说 是 过 ' 二 1。 因 为 常识 告诉 我 们 ,不管 xz 是 多 少 ， 
它 的 累 乘 总 是 变 大 。 而 对 二 来 讲 ， 由 于 硅 1 周期 性 地 重复 ， 因 而 zx? :三 1。 


8.10 循环 小 数 


众所周知 ， 把 分 数 换 成 小 数 时 ， 会 得 到 有 限 小 数 或 循环 小 数 。 
在 变 为 循环 小 数 时 ， 使 用 费 马 定理 可 以 很 巧妙 地 找 出 从 第 几 位 数 开 | 
始 重复 。 


这 里 只 作 一 下 分 母 是 素数 的 情况 吧 ， 比 如 说 元 
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—=0. 142 857 142 857- 
I 1 


计算 后 就 知道 是 从 第 6 位 后 开始 重复 。 这 时 把 开始 的 6 位 移 到 小 数 
点 的 左边 。 为 此 可 以 乘 以 10* ， 
=X 10°=142 857.142 857 142 857+: 
Low od 
接着 再 减 去 万， 小 数 部 分 就 消失 而 只 剩 下 整数 部 分 ， 
x10- =142 857 


T 
10° —1 
7 
总 之 ，10 一 1 能 够 用 7 除 尽 了 。 写 成 恒等式 
10% = 1(mod 7) 
这 时 的 6 就 是 重复 的 位 数 。 如 果 是 11 时 ， 由 于 
10 =— 1(mod 11) 10° =1 (mod 11) 


二 应 该 是 两 位 重复 ， 由 计算 可 知 是 以 09 重复; 


=142 857 





了 一 0.09 09 09- 
1 11 


11 

对 于 比 11 大 的 数 来 讲 ， 就 是 

10° = 1(mod 13) 10° = 1(mod 17) 
10° = 1(mod 19) 10” = 1(mod 23) 
10% = 1(mod 29) 10% = 1(mod 31) 


10 的 右上 方 的 指数 就 是 循环 小 数 直 ， 方 ，… 的 重复 的 位 数 。 读 者 
可 以 自己 去 验证 。 
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91 变 与 不 变 


本 章 从 两 个 方面 考虑 变 与 不 变 的 问题 。 据 说 人 们 对 变 与 不 变 的 概念 
有 着 根深 蒂 固 的 倾向 。 比 方 说 在 “汽车 跑 ” 这 句 话 里 ， 动 词 “ 跑 ”表示 
位 置 的 变化 ， 名 词 “ 汽 车 ”并 没有 位 置 变化 和 不 变化 的 意思 ， 这 和 句 话 表 
示 了 一 般 人 的 思维 方法 。 人 们 往往 习惯 于 把 变 与 不 变 这 两 方面 对 立 
起 来 。 

如 果 数 学 是 某 种 特殊 语言 ， 并 且 仍 然 以 不 变化 和 变化 作为 研究 课 
题 ， 则 可 按照 侧重 于 变化 ， 还 是 侧重 于 不 变化 ， 大 体 上 把 学 问 的 性 质 来 
划分 一 下 。 

比如 算术 ， 可 以 说 是 不 变 方面 特别 突出 的 学 间 。 在 写 1，2，3，… 
时 ， 这 些 数 是 不 动 、 不 变 的 。 在 算术 领域 中 ， 变 化 和 运动 几乎 完全 隐藏 
在 背后 。 

即使 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 ， 图 形 也 是 以 不 变 和 静止 为 主要 
思路 来 进行 论述 的 。 他 力图 尽量 避免 使 图 形 又 变化 又 运动 。 

可 是 随 着 时 间 的 流逝 ， 不 变 和 静止 的 数学 开始 落后 了 ， 取 代 不 变 和 
静止 的 数学 的 是 变化 和 运动 的 数学 ， 且 变化 和 运动 的 数学 一 路 而 后 来 居 
上 ， 其 原因 是 这 种 新 型 数学 符合 新 时 代 的 要 求 。 

长 时 期 的 封建 制度 把 欧洲 分 隔 成 许多 小 国家 ， 把 国家 划分 成 若干 个 
省 ， 又 把 省 划分 为 若干 个 县 。 那 个 时 期 实行 闭关 自 守 ， 任 和 何 一 点 点 开放 
的 活动 都 是 非常 困难 的 。 

然而 ， 从 14 世纪 开始 到 15 世纪 ， 有 了 使 闭关 自 守 这 道 墙 崩塌 的 条 
件 ， 这 就 是 商品 开始 出 现 于 社会 生活 中 。 

商品 像 身体 小 但 力量 大 的 蚂 玉 群 一 样 ， 从 村 庄 到 村 庄 ， 从 城市 到 城 
市 ， 迅 速 地 发 展 起 来 。 为 了 制造 商品 就 兴办 了 新 型 工业 ， 为 了 交换 商品 
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为 了 满足 上 述 要 求 ， 必 须 创 造 出 有 关 和 研究 变 数 和 函数 的 完整 新 式 
工具 。 


9.2 变数 和 函数 


在 阿拉 伯 人 的 时 代 ， 人 们 还 不 知道 方程 中 的 字母 代表 某 种 数 。 它 是 
某 种 难题 的 答案 ， 但 不 是 变动 的 数 。 

把 字母 看 作 是 变动 的 数 即 变数 的 人 是 笛 卡 儿 。 

比方 说 ,字母 上 不仅 表示 某 一 瞬间 ， 而 且 表 示 一 
定 的 时 间 间 隔 ， 变 化 时 ， 所 得 到 的 是 连续 不 断 的 时 间 。 
上 是 表示 连续 的 电影 胶片 长 度 的 全 部 ， 如 图 9-1 所 示 ， 
而 不 是 其 中 的 一 个 片段 。 

称 做 z 的 变量 ,不 是 直线 上 的 一 个 点 ， 而 是 表示 
在 直线 上 可 以 任意 移动 的 一 个 量 。 

长 度 、 体 积 、 重 量 表示 物体 或 物质 的 性 质 ， 设 东 
个 物体 是 永远 不 变 的 ， 则 其 长 度 、 体 积 、 重 量 也 是 不 
变 的 。 如 果 某 个 物体 是 变化 的 ， 则 哪些 量变 化 ， 其 值 
就 是 变数 。 

反映 患者 疾病 的 指标 是 脉搏 、 呼 吸 、 体 温 等 。 脉 搏 、 呼 吸 、 体 温 随 
着 患者 病情 的 变化 而 变化 ， 所 以 也 是 变数 。 


_ 安装 在 汽车 驾驶 台 上 的 AAA “rd 
计时 表 、 速 度 表 、 里 程 表 都 Y 





是 随 着 时 间 而 变 的 变数 。 ) 
在 这 种 情况 下 ， 时 间 、 
速度 、 行 车 距离 这 三 个 变量 
是 表示 汽车 状态 的 标志 ( 见 
图 9-2, 
家 庭 厨房 中 安装 的 电表 、 图 9-2 
煤气 表 、 水 表 表 示 各 自 的 消 
费 量 ， 是 三 个 变量 。 
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与 这 种 以 单独 形式 存在 的 数 和 量 相 比 ， 以 和 其 他 几 个 量 共存 的 形式 
来 表示 某 一 物体 的 状态 、 性 质 的 情况 更 多 ， MEL 25 SCTE PEA 
间 相 互 存 在 着 一 定 关 系 。 

例如 ， 家 里 的 钟表 和 电表 之 间 是 有 茶 种 关系 的 。 从 傍晚 开始 到 10 
点 钟 左右 为 止 ， 耗 电量 多 ， 夜间 耗 电 少 ， 折 天 的 耗 电量 接近 于 零 。 

当 考 虑 共存 的 几 个 量 之 间 的 相互 关系 时 就 产生 了 所 谓 的 函数 。 

比方 涡 ， 即 使 汽车 的 驾驶 台 上 的 里 程 表 坏 了 ， 只 要 有 速度 表 和 计时 
表 ， 就 可 按 

速度 头 时 间 王 距离 

计算 出 距离 。 此 时 把 距离 叫做 速度 和 时 间 的 了 沙 数 。 

男 外 ， 在 列车 时 刻 表 中 记 有 距离 和 运 费 的 对 照 表 ， 只 要 距离 一 确 
E, 运费 也 就 确定 了 。 也 就 是 说 运费 是 距离 的 函数 ， 如 表 9-1 所 示 。 

表 9-1 


EN O ao | ER C) 





EHBZARTWMETEZN, ANERBZARMHAFTFEE 
无 数 的 量 ， 并 且 这 些 量 之 间 彼 此 关联 和 变化 。 

研究 这 些 变化 规律 是 近代 数学 最 重要 的 课题 。 按 照 莱 布 尼 茨 的 说 
法 ， 函 数 是 变化 和 运动 的 “普通 的 语言 ”。 

不 言 而 喻 ， 这些 量 一 方面 互相 关联 ， 一 方面 变化 的 方式 是 多 种 多 样 
的 。 这 不 是 一 件 轻而易举 的 工作 。 因 此 这 里 一 如 既往 地 从 最 简单 的 情况 
开始 叙述 ， 并 且 采 取 从 最 简单 的 问题 出 发 ， 再 进而 过 渡 到 复杂 问题 的 
方法 。 

两 个 变量 具有 关联 变化 的 场合 是 最 简单 的 情况 ， 之 所 以 这 样 说 ， 是 
因为 一 旦 决定 了 其 中 一 个 变数 ， 则 另 一 个 变数 随 之 可 求 出 : 
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具有 这 种 关系 时 ， 称 y 与 x 成 正比 例 。 

4 y Mi 成 正比 例 时 ， 函 数 y 一 f(z) 写成 哪 种 形式 好 呢 ? 为 此 可 以 
看 看 工 等 于 1 的 特例 ， 并 设 此 时 y 的 值 为 上 &。 现 在 让 工 从 1 变 成 z,， 则 1 
AB MT x > 故 y 也 变 成 as EN y=kro 
也 就 是 说 函数 f(x) 成 为 kr 的 形式 。 

这 种 正比 例 用 y ki 来 表示 ， 是 一 种 最 简单 的 函数 。 

这 样 的 正比 例 关系 非常 多 。 例 如 ， 

EE PS = 28 RE X AY [el 

价格 二 单价 X 重 量 


y=kr 


9.4 WEHA AE 


据说 这 样 的 正比 例 计 算是 从 前 的 欧洲 商人 经 常 使 用 的 。 

比方 说 ， 如 果 遇 到 “5 码 (英制 长 度 单位 ，1 码 一 91. 44 厘米 ) 的 布 
料 是 1300 日 元 ， 那 么 8 码 的 布料 是 多 少 钱 ”这 样 的 问题 ， 商 人们 就 按 
下 述 方法 算账 . 

5 : 8=1300 : x | 

把 这 种 算法 称 作 比例 ， 然 而 此 刻 使 用 的 规则 是 : “外 侧 的 两 个 数 相 
乘 的 积 和 内 侧 的 两 个 数 相 乘 的 积 是 相等 的 ”可 得 

51=8X1300 

用 5 除 以 等 式 两 边 可 算出 z: 

z=8X1300+5=2080 (日 元 )》 

这 只 是 得 出 正确 的 答案 ， 然 而 为 什么 这 样 做 ， 商 人们 好 像 还 不 明白 
其 中 的 道理 。 

哲学 家 斯 宾 诺 莎 (1632 一 1677) 曾 激 烈 地 批评 这 种 盲目 的 计算 
方法 。 

“有 的 人 在 比例 法 这 方面 据 传 闻 得 知 ， 如 果 在 第 二 个 数 上 乘 以 第 三 
个 数 再 除 以 第 一 个 数 ， 就 会 得 出 第 四 个 数 。 这 个 数 与 第 三 个 数 的 比例 
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到 了 后 来 ， 创 造 了 意思 完全 相反 的 “ 合 起 来 再 张 开 ” 的 歌词 。 

合 起 来 再 张 开 ， 

拍 拍手 合 起 来 ， 

再 张 开 ， 再 拍手 ， 

传 下 去 。 

虽然 这 个 歌词 的 意思 已 经 和 原来 的 不 同 了 ， 但 音符 的 变化 形式 仍 
Hl. 

数学 家 之 所 以 要 研究 变数 这 个 题目 ， 是 因为 数 和 音符 的 变化 形式 
相同 。 

因此 数学 家 人 研究 y ka 的 性 质 ， 既 可 以 在 物理 学 家 的 “速度 X 时 间 一 
距离 ”方面 使 用 ， 也 可 以 在 商人 的 “价格 一 单 位 X 重 量 ” 方 面 适 用 。 


9.6 各 种 类 型 的 函数 


不 言 而 喻 ， 函 数 的 种 类 不 仅仅 只 有 正比 例 一 种 。 比 方 说 正方 形 的 边 
长 z 同 它 的 面积 y 之 间 的 关系 可 写作 y= 二 x*， 显 而 易 见 它 不 是 正比 例 。 

一 般 来 说 ， 上 述 情形 应 该 写成 什么 样 的 函数 呢 ? 

请 看 图 9-6， 左 侧 是 长 方 体 ， 右 侧 是 三 角形 的 柱 体 ， 中 间 用 金属 网 
隔 开 。 此 时 设 左 侧 的 水 量 是 z， 右 侧 的 水 量 是 >， 它 们 是 如 何 变化 的 呢 ? 
首先 如 果 加 入 2 倍 z 的 水 量 ， 则 随 着 z 的 变化 y 应 该 变 成 4 倍 ， 设 z 为 
3 倍 ， 则 y 成 为 9 倍 ， 即 如 果 A n AO y Rn? 倍 。 
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图 9-6 

和 正比 例 的 情形 一 样 ， 相 对 于 z 一 1 y PLE A o KA x 
换 成 1Xz， 可 知 y 变 成 Xz:， 也 就 是 说 变 成 了 kz!。 

总 而 言 之 变 成 ; 

y= kr | 

比较 y=kiHMoy= ka, HREHENETHN ER. MR 
了 (zx) 类 型 的 记号 ， ATHELAHATBAKAH, DARLA A ARM 
成 g(xz) 的 形式 为 好 。 即 

y=ftx)=kx 

y=g(x2)= kx’ 

这 种 记号 在 今天 已 经 和 阿拉 们 数字 1，2，3，… 一 样 在 全 世界 广泛 
使 用 。 当 初 莱 布 尼 获 刚 创造 出 消 数 的 时 候 使 用 的 符号 是 另 一 种 形式 , 今 
天 写 的 f(z), g(x), +f Az, m "REN, SE 1]，2，… 是 
AKI, MAL 号 的 意思 。 

和 药 布 尼 欧 的 符号 相 比 较 ， 记 号 f(z) 使 用 方 
便 ， 替换 xz 时， 比方 说 用 2 代替 z 则 可 写成 FC) 
的 形式 ， 这 相当 于 按 f(z) 变 化 的 胶卷 在 某 个 zx 一 2 
时 刻 的 一 张 胶片 的 情形 。 

不 用 说 ， 除 了 函数 y= fin) kr A y= gla) 
kx’ 以 外 ， 还 有 许多 的 函数 。 

例如 让 我 们 看 看 做 成 如 图 9- 7? 所 示 形 状 的 5 
水 模 。 ey: 

如 图 所 示 ， 如 果 规 定 z 变 为 2 4H, y 就 变 成 2 
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X 2X2 倍 也 就 是 8 倍 ， 若 zx 变 为 3 倍 ， 则 > 就 变 成 3X3X3 倍 也 就 是 27 
倍 ， 照 以 往 的 情形 ， 设 有 为 zx=1 时 的 y 值 ， 则 函数 可 写成 如 下 形式 ， 

y= ka? 

仿 此 ， 可 得 出 函数 y= ka!) yoko’, 

可 见 函数 的 变化 形式 有 无 数 种 ， 那 么 数学 家 的 研究 工作 也 就 因此 变 
得 丰富 了 。 
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设 有 函数 y= f(x)， 现 在 可 绘 出 随 着 z 的 移动 ， 点 (z, f(z)) 变 化 
的 一 条 曲线 或 者 直线 ， 这 就 是 描 图 法 。 为 了 用 眼睛 看 这 条 曲线 y= f(a) 
变化 的 形式 ， 描 图 法 实在 是 极 好 的 方法 。 

医生 观看 病人 的 体温 图 表 ， 如 图 9-8 所 示 ， 在 某 些 情况 下 ， 用 来 诊 
Wri AEG BIER . 





| 图 9-8 
音乐 家 眼睛 看 着 乐谱 时 脑海 里 随 之 浮现 出 曲调 ， 因 为 乐谱 可 看 成 是 
相对 于 时 间 的 音 的 高 低 变 化 的 视觉 化 图 表 。 


+ 
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图 表 的 发 明 者 笛 卡 儿 在 《方法 论 》 一 书 中 有 如 下 叙述 : 
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“这 种 方法 就 是 借助 儿 何 学 的 解析 和 代数 学 的 一 切 优 点 ， 用 一 方 之 
长 补 另 一 方 之 短 。 

可 以 进行 精密 计算 是 代数 学 的 优点 ， 然 而 却 欠 直观 ; 男 一 方面 ， 几 
何 学 则 非常 直观 ， 却 欠缺 精密 的 计算 。 

笛 卡 儿 把 代数 运算 的 手 和 透视 几何 的 眼睛 有 机 结合 起 来 ， 创 造 出 比 
以 前 更 强 有 力 的 武器 。 


9.8 函数 的 图 表 


具有 正比 例 这 种 最 简单 关系 的 y ki 的 图 表 是 什么 样 呢 ? 如 考虑 当 
k=2 时 的 函数 y 王 2x， 当 xz 是 0 或 者 是 正 整 数 时 计算 y 的 值 ， 则 得 出 表 
9-2。 如 果 把 这 些 点 画 在 平面 上 则 如 图 9-9 所 示 。 

3 


这 里 ， 当 z 为 了 ， >> >, … 中 间 值 的 时 候 ， HL ZX, 2X ... 


计算 得 出 y 值 ， 此 时 的 y 值 也 刚好 是 中 间 值 ， 新 的 点 依然 很 好 地 排列 在 相 
同 的 直线 上 。 这 是 由 于 乘 的 是 分 数 ， 由 分 数 的 规则 所 决定 的 。 这 样 做 的 结 
果 是 间隔 逐渐 缩小 而 点 越 来 越 密集 ， 最 终 成 为 一 条 直线 ， 如 图 9- 10 所 示 。 

E 9-2 


y 


y 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 





图 9-10 


只 是 这 种 情况 是 直线 结束 在 原点 ， 即 左下 方 直 线 没 有 延伸 。 在 图 9 
-10 的 左下 方 ， 对 于 y 一 2z 按理 应 该 加 入 z= 一 1，z= 一 2，… 的 计算 ， 
见 表 9-3。 把 这 些 点 通 在 平面 上 就 如 图 9-11 所 示 。 

这 里 使 我 们 再 次 想起 了 乘 负数 的 规则 。 由 于 规定 了 正 数 X 负 数 = 负 
数 ， 延 长 右上 方 的 直线 ， 这 些 点 应 该 构成 左下 方 的 直线 。 如 果 万 一 有 正 


数 X 人 负数 二 正 数 的 法 则 ， 那 么 点 就 在 图 9-12 所 在 的 位 置 上 了 。 
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9-12 


由 于 这 个 X 分 数 的 法 则 和 XX 负数 的 法 则 ， 故 而 函数 y= 22 的 图 形 是 
一 条 通过 原点 从 左下 方 到 右上 方 的 无 限 延长 的 直线 。X 分 数 的 法 则 和 xX 
负数 的 法 则 的 出 现 比 图 表 的 发 明 要 古老 得 多 。 可 是 ， 即 便 是 出 现 了 图 
表 ， 上 述 法 则 依然 完全 正确 。 

”帕斯卡 说 :“ 数 字模 仿 空间 .” 帕 斯 卡 首先 预见 到 数字 的 计算 法 则 具 

有 空间 图 形 的 法 则 。 | 

下 面 再 看 者 函数 y= 二 x? 的 图 表 。 这 儿 仍 然 是 对 应 于 zx 一 …， 一 3， 
一 2, 一 1，0， 十 1， 十 2， 十 3，…， 计 算 y 的 值 ， 可 得 到 表 9-4， 对 点 而 
言 ， 则 如 图 9-13 所 示 。 

R 9-4 


o 
ajo mle | ole] me] wee 
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这 次 以 取 中 间 值 的 方法 使 点 密集 ， 就 得 到 一 条 连续 的 曲线 。 如 图 9- 14 
所 示 。 


| 
i | 
| | w | 
图 9-14 


掌握 z 或 者 其 一 般 形式 f(x) =ke MEE, KERN, TRA 
, 求 正方 形 的 边 长 x 和 面积 y 之 间 的 关系 ， 扔 石头 的 时 候 时 间 上 和 石头 下 
HEA, 之 间 的 关系 ， 还 有 流 过 导线 的 电流 强度 I ARAB] 之 间 的 关 
系 。 至 于 怎样 利用 ， 则 由 使 用 数学 的 人 来 判断 。 数 学 家 所 关心 的 是 y= 
x’ 的 变化 形式 〈 见 图 9-15) 。 

用 同样 的 研究 方法 可 画 出 y ya ABE, MA 9-16 所 示 。 


LL om 
) A 
Sis ' } t | 
~x Sei y 
1 一 22 s=4.9t? =e? 
图 9-15 


将 这 些 函 数 进行 恰当 的 组 合 可 以 创造 出 复杂 的 函数 。 
譬如 ， 在 如 图 9- 17 所 示 形 状 的 水 槽 中 ， 左 侧 的 x 和 右 侧 的 > 之 间 
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E 
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¿NAAA NE 





E bd = 
I les Sl 
Y N E] 


AA S 
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相同 的 物品 因 排 列 方法 不 同 变 得 有 好 有 坏 ， 
这 是 不 足 为 奇 的 。 

用 “ 伊 吕 波 歌 >@ 来 排列 50 个 日 文 假名 ,与 
Ri Do 之 可” 的 顺序 来 排列 相 比 ， 其 方便 
的 程度 是 不 一 样 的 。 详 见 图 9-22, 

PARK’ HË, 假名 没有 什么 亲近 性 ， 
像 东 京 市 的 排列 ， 然 而 “为 vs》 2B” BALA 
排列 ， 从 某 种 意义 上 讲 是 按照 坐标 来 进行 考虑 的 。 

围棋 盘 上 的 原点 就 是 围棋 盘 的 中 央 ， 是 
从 一 9 开始 到 十 9 结束 。 

Hil, REF, BEES RR AAD 
式 “ 办 之 所 ” 的 区 分 办 法 ， 并 不 是 偶然 的 。 


9.10 Ë 线 


横 坐 标 为 <、 纵 问 长 为 ar 十 5 的 竖 线 ， 其 顶 
点 构成 一 条 直线 ， 如 图 9-23 Pro. RAB, RABE (a, ac DON 
点 的 集合 为 一 条 直线 。 

这 是 因为 写成 y 一 az +b A(x, arto), 
(rs V 的 意义 相同 ， 绪 果 成 为 “满足 条 件 y= 
az 十 已 的 点 的 集合 ， 是 一 条 直线 ”。 

这 个 命题 的 送 命 题 就 是 “所 有 的 直线 可 用 
y 一 aZ 十 来 表示 ”。 也 有 例外 的 情形 。 

所 谓 例 外 是 垂直 于 zx 轴 的 直线 ， 因 为 这 条 
直线 的 z 坐标 是 一 定 的 ， 可 写成 a, WH y 
不 出 现在 公式 中 ( 见 图 9- 24) 。 图 9-23 

为 了 去 掉 这 个 例外 ， 可 用 下 列 公 式 表示 
HR : 

artby+c=0 





图 9-22 





O 日 本 平安 时 代 的 一 首 古 老 的 诗歌 ， 几 乎 用 到 日 诸 全 部 的 五 十 个 字母 。 一 一 编者 注 
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此 公式 即使 和 已 都 为 0 也 没有 关系 。 当 8 不 等 
于 0 时 ， 移 项 后 除 以 5， 则 公式 为 : 


jes) 
EM y=mr+ 具有 相同 的 形式 。 当 05 一 0 时 ， 变 
为 z 一 一 二 ， 这 是 垂直 于 = 轴 的 一 条 直线 ， 即 包 


含 了 上 述 例外 的 情况 。 因 此 ， 采 用 这 个 形式 的 方 图 9-24 
程 ， 上 述 道 也 就 成 立 了 。 

即 “az 十 by 十 c 二 0 表示 直线 ， 其 道 就 是 直线 可 用 公式 azx 十 by 十 c= 二 
0 来 表示 。” 

Sa, b,c 是 常数 时 ， 可 作出 各 种 直线 ， 如 图 9-25 所 示 。 

到 此 为 止 所 得 出 来 的 直线 图 形 是 
可 用 公式 和 计算 语言 翻译 过 来 的 。 因 
此 ， 即 使 是 完全 缺乏 思考 图 形 能 力 的 
人 ， 他 只 要 知道 数字 ， 就 可 按 与 直线 等 
效 的 一 次 方程 cz 十 py 十 c 一 0 来 计算 ， 
从 而 达到 同样 的 目的 。 

“b AE O 的 时 候 ， 虽 然 <z 十 5 十 
< 一 0 和 7y 一 ?mmZ 十 /两 公式 的 形式 不 同 ， 
但 意思 完全 一 样 。 然 而 思考 的 方法 有 着 图 9-25 
相当 的 差别 。 

为 了 说 明 ， 可 以 以 图 9- 26 所 示 等 温 线 为 例 。 当 测量 日 本 全 国 各 地 
在 某 一 天 的 气温 时 ， 由 于 有 温度 零 上 的 地 区 和 零下 的 地 区 ， 故 一 定 有 
0C 的 那 条 交界 线 ， 可 以 用 ax 十 by 十 c= 二 0 来 考虑 这 个 例子 。 

比方 说 取 方 程 2z 十 3y 十 4 一 0 来 看 ， 如 果 取 平面 上 的 点 (z,y) 处 的 
2z 十 3y 十 4 的 值 ， 则 如 图 9- 27 所 示 。 

也 就 是 说 如 果 计 算 2z 十 3y 十 4 WE, 虽然 有 “十 ”的 点 ，“ 一 ”的 
点 ， 可 是 其 交界 线 上 的 点 是 2z 十 3y 十 4 二 0 的 点 。 

由 于 2z 十 3y 十 4 决定 了 (zx,y) 的 一 组 数 ， 因 而 可 把 它 看 做 是 两 个 变 
MX x Ally 的 函数 。 可 以 写成 : | 
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F(x,y)= 2z 十 3y 十 4 
而 22+ 3y+4=0 一 般 可 以 用 下 (zy,y) 王 0 来 
表示 。 

写成 y 二 f(x) 的 时 候 叫 做 阳 函 数 ， 写 成 
Elx, y) 二 0 的 时 候 称 为 阴 清 数 。 从 zx 二 a 求 y 的 
时 候 ， 由 于 F(x,y) 二 0， 必 须 从 Fla, y) =0 HE 
求 出 y， 这 是 一 种 间接 的 求法 。 





9.11 相交 和 结合 


与 将 日 语 翻译 成 英语 ， 把 英语 翻译 成 日 语 相同 ， 可 把 图 形 翻译 成 公 
式 ， 或 者 相反 也 可 把 公式 翻译 成 图 形 ， 后 者 是 稍 卡 儿 的 天 才 发 现 。 

联系 两 个 国家 语言 的 有 字典 和 文法 书 ， 联 系 图 形 和 公式 也 有 相应 的 
字典 和 文法 书 。 在 字典 方面 的 意义 为 函数 y Sf) 可 用 什么 样 的 图 形 来 
表示 或 某 个 图 形 表 示 什 么 样 的 函数 。 

这 里 再 稍微 说 明 一 下 相当 于 文法 的 内 容 。 

研究 由 直线 和 曲线 组 合 的 图 形 性 质 时 ， 首 先 遇 到 的 问题 是 求 直线 和 
曲线 的 交点 。 
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y 


0 z (2x +3y—6=0 






(x—y—2) (2x+3y—6)=0 


图 9-29 


9.12 RHEE 


即使 是 3 个 以 上 的 公式 也 一 样 ， 把 各 个 公式 照 原 样 相 乘 即 可 。 参 见 
图 9- 30。 例 如 三 条 直线 的 结合 是 3 个 一 次 方程 相 乘 的 结 采 ， 即 


(2z 十 3y 一 2)(3z 十 2y 一 12)(zx 十 y 一 2) = 二 0 y 
去 括号 并 展开 这 个 公式 ， 则 变 成 关于 zxz，y 的 
ERKFNERTR: 


62° +192’ yt+19ry +6yY — 4227 —96x y —52y + 
84x+104y—48=0 
参见 图 9 - 31。 再 考虑 另外 两 条 直线 的 结 
合 ， 即 
(32 —2y— 2 (a— y— 2) =0 
将 其 展开 ， 则 可 变 成 二 次 方程 : 
32° —5xy+2y —8x+6y+4=0 
现在 来 考虑 一 下 ， 上 述 三 次 方程 和 这 个 二 次 方程 的 交 后 ， 即 找 出 这 
两 个 联 立方 程 的 根 。 
3KX=0 
2 次 式 二 0 


图 9-30 
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图 9-43 

如 图 9-44 所 示 ， 如 果 在 y 轴 上 取 准 线 ， 通 过 下 点 在 z MEERA y 
WEAN ARE, Wip y 和 下 的 距离 : 

PF=V(z—a)’+y, PS=x 

如 果 用 公式 写 出 回 欠 曲线 的 定义 ， 则 有 

PF =ePS 

PF? = e PS’ 

(r— a) ty =e x’ 

r —2art+a—ed+y=0 

(l1—e’)2’ —2ar +a + y =0 

结果 是 关于 x，y 的 二 次 方程 。 如 用 公式 表示 圆锥 曲线 ， 就 可 以 知 
道 是 用 关于 z， yy 的 二 次 方程 来 表示 。 反 过 来 ， 关 于 z， y 的 二 次 方程 ， 





”什么 时 候 能 变 成 圆锥 曲线 呢 ? 


ar tbxzytcy’+dxteyt+f=0 

如 果 令 系数 为 各 种 值 ， 则 在 多 数 情况 下 图 形 为 圆锥 上 曲线， 只 是 位 置 
和 形状 各 异 ， 当 然 也 有 例外 情况 。 

(1) z 一 一 0 是 两 条 直线 (MA 9-45), 

(2) z 十 和 二 0， 出 于 在 0) y O 时 等 式 才 成 立 ， 所 以 是 一 个 点 
CRE 9-46), 


(3) 了 十 Y 十 1 一 0， 因 为 没有 实数 解 ， 所 以 不 存在 图 形 〈 见 图 9-47. 
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由 此 可 见 ， 图 锥 曲线 可 用 二 次 方程 来 表示 ， 然 而 用 二 次 方程 表示 的 
图 形 远 不 止 圆锥 曲线 ， 其 中 甚至 会 出 现 没有 任何 图 形 的 情况 。 

对 于 z，y 的 三 次 方程 已 经 作出 了 复杂 的 三 次 曲线 。 一 般 地 ， 随 着 
方程 的 次 数 增高 ， 曲 线 的 形状 也 愈 复杂 ， 因 此 常 把 次 数 作为 曲线 复杂 程 


度 的 衡量 标准 。 


y y y 


9-45 9-46 图 9-47 
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10.1 运动 和 无 穷 


在 科学 领域 里 商 先 提出 变化 和 运动 概念 的 人 是 伽利略 和 笛 卡 儿 ， 他 
们 为 近代 科学 的 创立 立 下 了 丰功伟绩 。 可 是 反 过 来 ， 也 不 能 否定 运动 和 
变化 带 来 了 新 的 难题 。 它 就 是 本 文 要 谈 到 的 “无 穷 ” 这 样 一 个 怪物 。 

假设 移动 一 条 直线 上 的 工 点 ， 把 它 从 aajo . 

( 见 图 10-1), 一 一 一 一 一 

这 时 ，z 就 在 有 限 的 时 间 内 通过 ae 和 2 之 间 的 
KFS, HA, BRA ab 的 长 度 有 限 ， 
然而 在 这 个 线段 上 却 挤 满 了 无 穷 多 的 点 。 

这 样 看 来 ， 只 要 产生 运动 ， 就 不 可 能 让 “无 穷 ” 这 个 怪物 永远 在 那 
BEKK. 

古代 希腊 人 都 知道 这 样 一 件 事 。 古 希腊 的 埃 利 亚 学 派 有 一 个 人 叫 齐 
诺 〈 公 元 前 5 世纪 左右 )， 他 以 悖 论 的 形式 来 表达 运动 和 无 穷 ， 其 中 之 
一 就 是 阿 基 时 斯 与 乌 怨 的 悖 论 。 

“ 阿 基 里 斯 为 了 追 上 乌龟 而 快 跑 ， 当 阿 基 里 
斯 来 到 乌龟 出 发 点 的 时 候 ， 乌 龟 已 经 向 前 咎 了 
几 步 ， 当 阿 基 里 斯 再 一 次 来 到 乌龟 的 这 个 位 置 
MN, 3 Ria TILA. MHD, a 
阿 基 里 斯 永远 也 追 不 上 马 怨 。” 

把 这 个 例子 画 在 图 上 ， 就 显得 更 加 清楚 了 。 

在 横 轴 上 取 时 间作 单位 ， 在 纵 轴 上 取 上 距离 | 
作 单位 ， 设 阿 基 里 斯 和 乌龟 各 自 按照 某 个 等 速 图 10-2 
度 向 前 跑 ， 由 此 可 以 建立 sat MIEKA AR, 式 中 a 是 阿 基 里 斯 的 


图 10-1 
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速度 。 
设 2 为 乌龟 的 速度 ; c 是 1 二 0 时 乌龟 已 经 
领先 的 距离 。 用 下 线 图 表示 此 时 阿 基 里 斯 和 乌 


龟 的 跑 法 。 一 时间 后 ， 阿 基 里 斯 来 到 < 的 位 置 





E ( 见 图 10 - 2)， 这 时 乌龟 只 前 进 了 8X 二 一 
cx (2) ui. 图 10-3 

BETA BIER A, Bet cX (2) a 时 间 后 乌龟 仅仅 
处 在 前 方 cx (2) x (2)= ex (2) 的 位 置 上 。 情况 如 图 10-3 所 示 。 

这 样 继续 不 断 地 追 下 去 ， 在 图 上 变 成 在 两 条 直线 之 间 阶 梯 状 前 进 
( 见 图 10- 4)。 因 此 如 果 一 个 一 个 地 忠实 追寻 这 个 阶梯 状 比赛 的 话 ， 是 
永远 不 会 结束 的 。 

要 是 有 人 喜欢 给 阿 基 里 斯 和 乌龟 赛 跑 照相 的 话 ， 拍 出 的 照片 就 如 图 
10-5 所 示 。 





图 10-4 图 10-5 
但 是 拍照 的 速度 必须 逐渐 加 快 ， 这 样 拍 好 的 胶片 以 一 定 的 速度 放 
有 映 时 ， 才 会 让 观众 看 到 确实 像 齐 诺 说 的 那样 ， 阿 基 里 斯 永远 追 不 上 
Bt. 
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然而 制作 那样 的 胶片 在 技术 上 是 不 可 能 的 。 第 一 ， 分 开 两 个 拍摄 的 
曝光 时 间 极 短 ， 不 可 能 实 观 ; 第 二 ， 曲 柄 的 回转 速度 有 限 ， 从 这 一 点 看 
来 也 不 可 能 实现 。 

不 管 怎么 说 ， 阿 基 里 斯 追 不 上 上 乌龟 的 影片 是 拍 不 出 来 的 。 


10.2 AS HU 


齐 诺 的 悖 论 引 起 了 古 希 腊 数学 家 们 的 特别 注意 。 因 为 这 件 事 警告 了 
他 们 ， 如 果 让 无 穷 这 个 怪物 睁 开 了 了 眼睛， 将 会 带 来 多 大 的 麻烦 。 所 以 他 
们 想 悄悄 地 把 这 个 怪物 的 眼睛 遮 住 。 即 便 是 著名 的 大 数学 家 欧 几 里 得 在 
写作 《几何 原本 》 时 也 有 那样 的 戒心 。 他 好 像 尽 量 避 免 移动 图 形 ， 其 原 
因 是 运动 必然 伴随 着 无 穷 的 问题 出 现 。 

可 是 近代 科学 家 们 的 想法 却 不 一 样 。 他 们 以 积极 的 态度 面 对 变 化 和 
运动 ， 敢 于 让 无 穷 这 个 怪物 睁 开 服 睛 ， 他 们 勇于 打破 传统 数学 的 一 些 
框框 。 

计算 无 穷 个 数 的 必要 性 ， 仍 然 是 与 阿 基 里 斯 和 乌龟 的 问题 有 关 。 由 
于 阿 基 里 斯 与 乌龟 在 速度 上 相差 太 多 ， 所 以 我 们 拿 一 个 步行 者 和 乌龟 作 
比较 吧 ! 假设 步行 者 每 秘 走 1 米 ， 乌 龟 以 每 秒 0.1 KH REIT, RS 
龟 提 前 7 米 出 发 ， 由 此 画 出 的 图 形 如 图 10-6 所 示 。 

步行 者 ; s=t 

Bf: s=0.1+7 

因为 步行 者 来 到 乌龟 的 出 发 点 是 7 二 1 秘 ， 
也 就 是 7 秒 之 后 ， 所 以 乌龟 前 进 的 距离 仅仅 是 
7X0.1 米 。 接 着 步行 者 要 走 这 段 距离 需要 7X 
0.1 秒 ， 而 在 这 有 段 时 间 内 乌 怨 又 前 进 了 7X0.1 © 
X0. 1=7X (0.17 的 路 程 。 

再 随后 ， 乌 龟 又 前 进 7X (0.1) RK, 这样 
无 穷 地 前 进 下 去 ， 结 果 求 出 追赶 距离 为 

7 十 ?7X (0. 1 +7X CO. 1)? +7 X (0. 1)? + 

要 是 把 这 个 计算 一 直 认 真 地 做 下 去 ， 就 永远 不 会 结束 ， 所 以 要 稍微 
灵活 点 ， 男 外 想 些 办 法 试 试 。 





254 | 第 10 章 无 穷 的 算术 一 极限 


在 图 10 -6 中 ， 由 于 在 追 上 的 瞬间 步行 者 和 乌 怨 是 同时 位 于 相同 的 
中 离 ， 因 此 可 以 解 以 下 的 联 立 方程 : 
sf 
s=0.1:+7 
在 解 这 个 联 立 方程 时 ， 把 * = 上代 人 第 二 个 方程 中 ， 得 
s=0. 15 十 7 
s(1—0. 1) =7 
7 
10.1 
总 而 言 之 ， 根 据 这 个 方法 ， 则 有 


7X1+7X(0.1)+7X (0.1)? +7X (0.1): += 


S 


7 
1—0. 1 
如 果 把 7 换 成 a， 把 0.1 换 成 +-， 就 容易 实现 一 般 化 ， 


工 一 了 

尽管 左边 为 无 穷 次 加 法 运算 ， 然 而 有 趣 的 是 右边 用 有 限 次 的 计算 就 
能 解决 ， 只 要 r 比 1 小 ， 上 式 在 任何 时 候 就 都 成 立 。 

EURA a, ar, a, REEFS., Æa 不 断 地 乘 以 >， 两 
相 邻 数 之 比 总 是 等 于 >， 所 以 把 这 个 公式 叫做 无 穷 等 比 级 数 。 

接连 不 断 地 加 数 ， 其 运算 结果 不 是 一 个 无 限 的 数值 ， 而 是 有 限 值 ， 
似乎 使 古人 非常 惊奇 ， 雅 各 布 。 伯 努 利 (1654—1705) 在 《 论 无 穷 级 
数 》 的 序言 中 写 了 下 列 六 行 诗 : 

无 穷 级 数 啊 ， 即 便 想 把 你 看 作 是 无 穷 的 东西 ， 

你 却 仍 是 有 限 之 和 ， 在 界限 前 面 躬 下 了 身 舰 ， 

在 贪 禁 的 万 物 之 中 ， 印 下 无 穷 之 神 的 身影 ， 

虽然 身受 限制 ， 却 又 无 穷 增加 ， 

我 多 么 欣喜 ， 在 无 法 度量 的 细 物 之 中 ， 

在 那 微小 又 微小 之 中 ， 我 看 到 了 无 穷 之 神 。 

数学 家 是 不 大 写 诗 的 ， 可 是 伯 努 利 写 了 这 首 主 ， 似 乎 是 表明 他 对 
“无 穷 ” 所 具有 的 不 可 思议 性 感到 惊异 吧 。 








atartartart+t- = 
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10.3 SER 


近代 数学 在 提出 无 穷 学 说 之 后 ， 果 然 像 希腊 人 担心 的 那样 ， 在 数学 
界 引 起 了 混乱 ， 令 数学 家 烦恼 不 已 。 这 种 混乱 一 直 延 续 着 ， 直 到 1821 
年 柯 西 点 明了 其 中 的 关键 。 

那么 首先 回顾 一 下 ， 无穷 引起 了 什么 样 的 怪事 。 

比方 说 考虑 以 下 这 个 无 穷 级 数 : 


1 1 1,1 
tr 
假设 求 这 个 无 穷 级 数 和 的 人 是 想 用 归纳 相 邻 项 的 方法 进行 计算 。 


Dh 


1 
atratrat u 


计算 这 个 无 穷 级 数 的 和 是 困难 的 ， 但 明显 看 出 和 是 比 1/2 大 的 数 。 
可 是 如 果 一 个 人 稍微 偷 点 懒 ， 像 下 式 那 样 计 算 ， 答 案 则 为 0。 方 法 是 漂 
亮 的 ， 假 如 这 个 人 把 加 法 和 减法 各 自分 开 计 算 


1,1 1 1,1 1 
Utgtstate)-(Gtotetgt) 
(D+ ++ gt) AMAIA, FRSA 03% 


相 减 ,答案 应 该 是 不 变 的 。 所 以 答案 (44-44) + 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
(statetgte) 2 (etgtete) = (+ 人 二 二) 一 

1 1 
(41414) = 

SABER AR SEO, UA ERE KH 
去 似乎 二 者 都 正确 

下 面 举 出 捷克 的 哲学 家 波 尔 察 诺 〈1781 一 1848) ME (5w) 
一 书 里 写 的 例子 。 

那个 例子 是 1 和 一 1 交替 出 现 的 级 数 〈 波 尔 察 诺 级 数 )， 即 
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1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 … 
为 了 计算 这 个 级 数 ， 有 三 个 人 采用 了 三 种 不 同 的 方法 进行 计算 ， 结 
全 得 出 三 种 不 同 的 答案 。 

第 一 个 人 从 开始 就 进行 相 邻 两 数 的 归纳 计算 ， 答 案 是 0。 
1 一 1 十 1 一 1 十 I 一 1 十 … 

一 (1 一 1 十 (1 一 1 十 人 1 一 1 十 … 

一 0 十 0 十 0 十 … 

一 0 

第 二 个 人 从 第 二 个 数 开始 再 进行 相 邻 两 数 的 归纳 计算 ， 答 案 是 1。 
1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 … 

二 J 十 (一 1 十 ]) 十 (一 1 十 了 D 十 … 

=1+0+0+ +." 

=] 


可 是 第 三 个 人 用 代数 方法 ， 把 未 知 数 作为 z 米 计 算 ， BREL. 


Z 一 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 … 
二 ] 一 (1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 …) 
=l—zx 
结果 z 一 1 一 z， 解 这 个 方程 ， 则 
Z21=1 


X=“ 


2 
BISHER NG A ERBE BEL 100 年 ， 是 名 叫 格 兰 弟 
(1671—1742) 的 意大利 人 。 
他 用 下 述 牵强 附会 的 理由 解释 答案 为 什么 是 元。 父亲 给 两 个 儿子 贸 
下 一 块 宝石 ， 可 是 一 块 宝石 不 能 分 开 ， 于 是 决定 兄弟 俩 一 年 换 一 次 ， 轮 
流 保存 这 块 宝石 ， 结 果 就 是 两 人 都 有 壹 块 宝石 一 样 。 
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1,1_1_7_ ... 
1 tz apo 583 


这 样 计算 下 去 ， 可 以 知道 这 个 无 穷 级 数 的 值 逐 渐 接 近 ln2。 

如 果 按 照 这 个 顺序 计算 下 去 ， 就 不 必 担 心 答案 会 不 一 样 。 柯 西 还 进 
一 步 把 当时 的 数学 家 从 一 个 迷信 当中 解放 了 出 来 。 

这 个 迷信 和 就 是 认为 无 穷 级 数 总 是 有 和 的 。 这 一 点 在 有 限 级 数 中 没有 
什么 怀疑 。 例 如 求 1000 个 数 的 和 ， 只 要 坚持 不 多 连续 计算 下 去 最 后 一 
定 会 得 出 正确 的 答案 

但 无 穷 级 数 的 求 和 运算 也 可 能 没有 答案 ， 首 先 注意 到 这 个 问题 的 人 
就 是 柯 西 。 

对 于 根本 不 存在 的 东西 ， 若 是 假定 它 存 在 的 话 ， 其 结果 必然 会 引起 
混乱 。 比 方 说 前 面 叙 述 过 的 波 尔 察 诺 级 数 就 是 如 此 ， 如 果 认 为 是 存 


在 ， 则 

Z 一 1 一 1 十 1 一 1 十 … 

结果 得 出 x 一 三 。 根 据 柯 西 的 理论 ， 首 先 设 z 的 做 法 就 不 对 ， 答 案 
必然 不 对 。 

由 于 无 穷 级 数 也 可 能 没有 和 ， 所 以 后 来 的 数学 家 不 必 非 得 找 个 什么 
理由 去 求 和 了 。 


柯 西 理 会 到 进行 无 穷 级 数 的 求 和 运算 过 程 中 ， 不 能 随意 改变 相 加 的 
上 顺序， 而且 也 可 能 有 的 无 穷 级 数 没 有 和 ， 他 还 提出 了 与 以 前 不 同 的 新 的 
想法 ， 这 就 是 数列 的 收敛 和 发 散 的 概念 。 

HATALARA 

a, Fa; ta; ta, t'e 
要 计算 这 个 级 数 ， 必 须 从 左边 开始 按 顺 序 地 相 加 : 

a; =S) 

a, 十 cs =s 


a, ta, ta; = S; 


此 刻 ， 形 成 一 列 数 5， Sr Sr °°" 9 像 这 样 按 顺序 排列 的 数 虹 数列 。 
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根据 柯 西 的 理论 ， 这 个 数列 在 渐渐 允 近 某 一 确定 数 * 的 时 候 ， 成 为 数列 
s 收敛 于 s， 把 收敛 目标 的 数 s KERR. 


例如 
Ad 11 „Il... 
9 , 4 , 8 9 16’ , ga? 


这 个 无 穷 数 列 逐 渐 接 近 O) PRA EM 0, REO AR 10-7), 





一 一 一 一 十 二 二 一 本 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 全 一 一 
0 1 1 . 1 
8 4 2 
图 10-7 


说 到 这 里 可 能 有 人 会 认为 所 有 的 困难 都 已 经 解决 了 ， 可 是 还 有 一 个 
PRA, HEBEL” um. 


10.5 一 种 空想 的 游戏 


用 一 般 的 话说 ， 所 谓 “ 逐 渐 台 近 a” 的 意思 是 很 清楚 的 ， 没 有 什么 
疑问 。 可 是 从 数学 家 的 角度 来 看 ， 这 种 说 法 非常 不 确切 。 这 是 怎么 一 回 
事 呢 ? 

数列 a, “QAR a” 用 数学 的 语言 说 就 是 a, 和 a 的 距离 | a —al “& 
渐变 小 ”。 | 

然而 ， 所 谓 “ 小 ”怎么 才 算是 小 呢 ? 比如 说 1 4242 1, Bi 0.000 © 
000 01， 这 个 数 对 一 般 人 来 说 可 真是 太 小 了 。 但 是 对 于 原子 物理 学 家 来 
说 ， 这 可 是 非常 大 的 数 ， 因 为 电子 只 有 9.109x10 死 ， 反 过 来 ， 对 于 
观测 直径 为 9.5Xx10" 千 米 的 银河 系 的 天 文学 家 来 说 ， 即 使 是 1 亿 也 只 
不 过 是 极其 小 的 数 。 

从 上 面 的 例子 可 以 明白 一 个 道理 ， 举 出 一 个 数 ， 判 断 这 个 数 是 大 是 
小 ， 是 没有 绝对 标准 的 。 

取出 两 个 数 就 可 以 区 分 哪个 比较 大 ， 哪 个 比较 小 。 我 们 能 做 到 的 不 
是 判定 大 小 ， 而 仅仅 是 判定 “更 大 ”和 “更 小 ”。 

从 这 件 事 入 手 ， 换 个 说 法 看 看 “逐渐 变 小 ”是 怎么 回 事 。 

为 了 给 说 明 做 准备 ， 我 先 给 你 讲 一 个 《浮世 根 问 》 里 的 笑话 。 
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老 八 来 到 知识 渊博 的 朵 居 老 人 的 家 和 老人 聊天 ， 话 题 转 到 地 球 的 问 
ALN, ZAR: “一 直 往 西 走 会 走 到 什么 地 方 呢 ?” 闲 居 孝 人 回答 ， 
“长 贿 。” 老 八 坐 在 栅 栅 米 上 问 :“ 从 长 崎 继续 往 西 走 会 走 到 哪儿 呢 ?” 闲 
居 老 人 回答 :“ 是 海 .” 由 于 老 八 总 是 重复 地 问 :“ 假 如 继续 往 西 呢 ?” 亲 
BART RHR WF, RU: “RRA RRR. RAE 
不 礼貌 的 。” 

老 八 不 断 地 问 “ 继 续 往 西 走 ”， 这 种 问题 就 会 元 穷 继 续 下 去 ， 但 闲 
居 老 人 人 迟早 是 回答 不 上 来 的 。 细 心 的 人 一 定 会 发 现 他 们 问答 谈话 的 背后 
隐藏 着 “无 穷 ” 的 怪物 。 这 个 问答 之 所 以 无 穷 地 进行 ， 是 因为 设立 了 有 
对 立意 见 的 两 个 人 。 

对 我 们 来 说 也 可 以 同样 考虑 。 

在 这 里 让 我 们 假想 一 场 游戏 吧 ! 

攻击 军队 是 数列 a; ，a; ，a;，…，a,，…。 设 攻击 军队 想 杀 到 对 面 的 
a, a 是 防御 军队 的 本 阵地 。 迎 击 攻 击 军队 的 防御 军队 ,在 a 的 周围 布防 
设立 阵地 ， 使 敌 军 的 数列 w ，a, ，as ，…，a,，… 不 能 靠近 本 阵地 a。 

首先 防御 军队 在 本 地 阵 a 的 左右 准备 了 宽度 为 e 的 阵地 狙击 对 方 ， 
如 图 10-8 所 示 。 


图 10-8 
针对 这 种 布防 ， 攻 击 军 队 想 顺序 排除 数列 a1 ，as，as，*…，a,，…， 
试图 冲 人 防御 阵地 中 去 。 
这 个 游戏 规定 ， 假 如 攻击 军队 的 一 部 分 成 功 地 冲 人 阵地 ， 而 进攻 
失败 倒 在 s 阵 地 之 外 的 有 无 穷 个 的 话 ， 那 么 攻击 军队 就 是 失败 了 ， 如 图 
10-9 Br. 
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相反 ， 攻 击 军队 在 e 阵地 外 面 冲锋 失败 倒 下 的 人 ， 不 过 是 有 限 个 ， 
而 某 个 编号 之 前 的 全 部 人 员 成 功 地 冲 人 e 阵地， 则 攻击 军队 在 攻占 e 阵 
地 的 战斗 中 为 胜利 的 一 方 ， 如 图 10-10 所 示 。 





图 10-10 


虽然 攻击 军队 在 攻击 s 阵 地 的 战斗 中 胜利 了 ， 戴 争 还 没有 胜利 。 假 定 
防御 军队 进一步 缩小 战线 ， 在 a 的 左右 构筑 了 更 狭小 的 宽度 为 e 的 阵地 来 
阻击 攻击 军队 ， 在 争夺 这 块 e 阵地 的 战斗 中 ， 攻 击 的 一 方 如 果 失 败 ， 这 
场 游戏 就 结束 了 。 可 是 如 果 攻 击 军 队 又 胜利 了 ， 就 重新 更 换 狭 小 的 e", 
在 此 阵地 上 继续 战斗 。 像 这 样 攻击 军队 在 s 阵 地 ，s 阵地 ，s"” 阵地 ，…… 
所 有 的 战斗 中 都 胜利 时 ， 就 可 以 说 攻击 军队 打 赢 了 突 人 a 的 战争 ， 如 图 
10-11 所 示 。 


一 


a 
图 10-11 


为 了 明确 数列 a, “ZBA a”， 采 用 反 证 法 ， 就 是 假定 有 一 个 人 
否认 逐渐 逼近 。 
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把 这 事 应 用 到 数列 1, 二， 二 ,… ,二 ,… 试 试看 ! 为 了 让 这 场 游戏 进 


行 得 明明 日 日 ,我 们 决定 请 育 欢 争论 而 不 轻易 认输 的 《浮世 根 问 》 中 的 
两 个 人 再 次 登场 ， 设 知识 渊博 的 闲居 老人 是 防御 军队 ， 老 八 是 攻击 


EM. 
WEZA: “RE a 的 左右 修筑 了 宽度 为 0. 1 的 阵地 ， 所 以 你 数列 
中 的 无 穷 个 项 都 倒 在 阵地 的 外 边 啦 1” 


EA: REIER, ZE BA D Tr REES ET 


T, 但 是 从 11 号 开始 的 行 , 访 :全 体 成 员 都 冲 出 去 了 是.”( 见 图 10-12), 


11 
10 9 
—(.1 0 0.1 


图 10-12 


WEZA: “的确 ， 这 次 是 冲 进去 了 ， 好 吧 ， 这 次 我 缩小 战线 ， 又 
修筑 了 0.01 宽度 的 阵地 ， 这 回 没有 关系 啦 ， 随 便 你 从 哪里 进攻 吧 。” 


EN: "RIEF, 确实 到 Do A ERRE, 都 死 在 a 
阵地 外 了 ， 那 个 数 是 有 限 的 ， 不 影响 我 的 主力 ， 可 是 从 101 号 开始 的 以 
0 为 第 一 个 冲锋 战士 的 全 体 部 队 ， 冲 人 您 老人 家 的 0.01 的 阵地 了 。 你 


看 ， 你 有 什么 不 明白 的 问题 吗 ?” 
困 居 老人 :“ 好 吧 ， 就 算 你 这 次 冲 进来 了 ， 哼 ! 我 又 修筑 了 0.001 
宽度 的 防御 阵地 ， 这 回 你 是 无 论 如 何 也 冲 不 进来 了 。” 


老 八 :“ 这 有 什么 ! 这 次 我 从 1001 号 开始 以 -由 -为 第 一 个 冲锋 战士 


的 全 体 部 队 ， 都 可 以 冲 进去 。 到 了 这 一 步 您 就 认输 吧 ! 怎么 样 ， 我 的 老 
E mn 

这 个 间 题 如 果 要 想 继续 进行 的 话 是 无 止境 的 。 但 到 此 为 止 ， 也 已 经 
看 出 胜 负 是 明显 的 。 老 八 胜 ， 闲 居 老 人 败 ， 也 就 是 说 ， 因 此 可 以 知道 数 


1 1 1 1 x 
列 Dag AAA 0 的 。 
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10.6 WANK H 


以 简洁 为 宗旨 的 数学 语言 中 ， 是 不 会 像 《 浮 世 根 问 》 那 样 您 困 地 翻 
来 复 去 做 问答 的 。 因 此 收敛 的 游戏 也 要 用 简短 的 公式 形式 来 表达 。 由 此 
可 以 得 出 柯 西 的 收敛 条 件 如 下 所 述 : 

“有 无 穷 数 列 a,， 如 果 对 给 定 任意 小 的 正 数 e， 总 能 确定 一 个 适当 的 
整数 N， 使 得 对 于 一 切 ma>>N MFA la,—al<e, MHRA a, 收敛 于 4a， 
称 a 为 收敛 数列 a, 的 极限 。” 

由 于 收敛 数列 和 极限 的 关系 在 数学 中 极为 重要 ， 所 以 规定 用 符号 

lima, =a 
表示 。 这 个 符号 阐明 下 述 两 点 : 

(1) 4n 无穷 大 的 时 候 ， 无 穷 数 列 a, WM. 

(2) 它 的 极限 是 a。 

在 上 例 中 可 以 写作 lim 一 一 0。 

在 不 提出 变化 和 运动 的 算术 和 代数 中 ， 只 是 计算 十 ， 一 ，X ,二 的 
问题 ，lim 的 计算 没有 必要 。 可 是 在 提出 变化 和 运动 的 微分 学 、 积 分 
学 更 广义 地 说 是 解析 学 当中 ，lim 的 计算 和 十 ， 一 ，X， 二 并 列 ， 
是 最 重要 的 一 种 运算 。 赋 予 这 个 运算 以 明确 定义 的 人 就 是 柯 西 。 所 以 即 
使 把 柯 西 称 为 近代 解析 学 的 奠基 人 也 决 不 过 分 。 

柯 西 的 独创 性 就 在 于 抓 住 了 隐藏 在 “无 穷 接近 a” 这 一 事实 中 的 二 
HS S 

证 明 数 列 a, 接近 于 a 采用 反 证 法 ， 即 设想 反对 者 否认 接近 于 e， 再 
击败 反对 者 ， 与 正面 证 明 的 方法 结果 一 样 。 有 人 觉得 柯 西 的 收敛 条 件 难 
懂 ， 这 是 由 于 收敛 条 件 具有 否定 之 否定 的 形式 。 把 收敛 条 件 中 的 “给 定 
任意 小 的 正 数 e 看 作 是 敌对 者 的 挑战 就 容易 懂 了 。 接 着 就 是 对 挑战 的 
应 战 。 这 里 不 采用 0. 1 或 0.01 等 特定 的 数 ， 只 设 了 一 般 的 e， 这 样 就 可 
以 避 开 相继 出 现 的 一 系列 数 0. 1,0. 01,0. 001,… 的 麻烦 。 柯 西 的 收敛 条 
件 用 几 行 字 就 可 以 写 出 ， 很 简单 。 这 是 看 起 来 简单 ， 其 实 内 容 很 复杂 。 
柯 西 的 头像 如 图 10- 13 所 示 。 
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即 可 以 如 下 所 述 : 
沿 一 个 方向 增加 的 数列 在 没有 越过 某 个 界限 时 ， 数 列 是 收敛 的 ( 见 
图 10-15). 


图 10-15 
在 数 的 直线 全 体 上 取 整 数 点 … ;一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,… 分 为 长 度 为 
的 区 间 。 
在 这 样 的 区 间 ， 一 定 有 a, ,a;，… 中 一 个 也 没 进入 的 区 间 ， 在 那样 的 
区 间 当 中 ， 取 最 左 端的 区 间 。 
在 它 左 侧 的 区 间 里 已 经 有 数列 中 的 元 素 挤 入 ， 如 图 10-16 Bra. 


c c+1 


A ER O 


图 10-16 


把 数列 挤 人 的 区 间 重 新 分 成 10 等 分 ， 其 中 ， 还 可 以 再 把 区 间 划 分 
为 数列 挤 入 的 区 间 和 数列 没有 挤 人 的 区 间 ， 如 图 10-17 所 示 。 例 如 ， 假 
设 在 0.4 和 0.5 之 间 。 再 重新 把 这 个 区 间 分 为 10 等 分 的 时 候 ， 数 列 挤 
进来 的 区 间 设 为 (0. 42，0. 43) 。 

像 这 样 继续 进行 10 等 分 分 割 的 时 候 
能 够 得 到 区 间 

(0. 4,0. 5) 

(0. 42,0. 43) 

(0. 427,0. 428) 


这 样 把 原来 的 无 穷 数 列 去 掉 有 限 个 
之 后 ， 就 全 部 进入 这 些 区 间 了 。 
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此 处 ， 如 果 令 0.427--=S, WS 就 是 数列 a, 的 极限 。 详 见 图 10- 18。 
0.4 


0.42 


0.427 


图 10-18 


10.7 收敛 和 加 减 乘除 


某 数列 是 不 是 收敛 到 一 个 极限 上 ， 应 用 柯 西 的 收敛 条 件 就 知道 了 。 


但 是 数列 收敛 速度 是 不 一 样 的 。 


比方 说 数列 a, = ARA b= FARKAT 0， 其 极限 分 别 是 im 一 


== 
一 0，lim 方 一 0， 但 是 收敛 的 速度 不 同 ， 数 列 二 收 全 得 快 。 
如 果 在 0 附近 建立 宽度 为 0. 01 的 “阵地 ”， 则 数列 一 进入 这 个 阵地 


的 数 是 从 101 号 开始 ， 而 数列 二 进入 这 个 阵地 的 数 是 从 11 号 开始 。 
也 就 是 说 对 于 相同 的 es， 规定 的 号 码 N Ah, KURRE, WA 


10-19 所 示 。 2191 2100 G99 
ALE WO HE. MEC 一 t 
的 方法 也 多 种 多 样 。 
柯 西 也 注意 了 接近 a 的 种 种 方 bii dio da 
法 ， 不 限定 于 是 增加 的 数列 ， 也 不 
限定 于 是 减少 的 数列 ， 也 有 一 边 摆 图 10-19 


动 一 边 接 近 a 的 数列 ， 如 图 10-20 Bra. 
以 摆动 为 例 ， 柯 西 给 出 了 数列 : 
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设 数列 a, Hx 轴 上 移动 ， 数 列 b, 在 y 轴 上 移动 。 此 时 ， 数 列 a, 从 
某 号 数 开始 进入 一 个 以 a APD, ZEN e IRA. RA b, 也 一 
样 ， 于 是 坐标 为 (a; ,5,) 的 点 ， 进 入 一 个 以 Ca; 恕 为 中 心 的 正方 形 内 《 见 
图 10- 22). 





图 10-22 | 

如 果 把 这 点 用 45 的 平行 线 在 xz 轴 上 投影 ， 则 变 成 a 十 6,， 这 就 进 
和信 以 a 十 5 为 中 心 ， 左右 具有 2e 宽度 的 区 间 。 

因为 2e 可 以 任意 小 ， 所 以 根据 柯 西 的 收敛 条 件 知 ， 数 列 a, +b, 收 
MTatb, 

lim (a, +6,) = 二 a 十 b= 二 lima, + limb, 

同样 

lim(a, —b,)=a—b b = lima, — limb, 

乘法 只 要 证 明 lima， b, ab 即 可 ， 这 是 因为 我 们 都 知道 ， 表示 ab, 的 


长 方形 面积 位 于 外 侧 的 长 方形 和 内 侧 的 长 方形 之 间 ， 
外 侧 的 长 方形 : 
(ate)X(b+teo)=ab+telatb)+te 
内 便 的 长 方形 : 

(a— e) X (b—e)=ab telat b) te’ 
因为 。 取 的 值 是 任意 接近 0， 所 以 两 个 公 、 

式 的 计算 结果 都 接近 于 a5， 因 此 夹 在 中 间 的 

a,b, 也 接近 于 ab5。 请 参看 图 10-23, 


TEWE, KERRE a 不 为 0， 如果 a 
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等 于 0， 和 定理 是 不 成 立 的 。 


b+e 


此 时 因为 之 + 的 趋势 是 位 于 >， ns 





TT LM RB. WAR 10-24, 


归纳 以 上 结果 得 到 如 下 绪论 ; 
lim(a,+6,) = lim a, +lim 5, 
lim(a,—6,) = lim a, —lim 5, 


lim a,b,=lim a, X lim b, 
lim Pe 7” (E lim a, 不 是 0) 

到 现在 为 止 ， 十 ， 一 ，X， 二 和 新 加 入 的 1lim 运算 的 关系 可 用 如 下 
语言 表示 ， 那 就 是 在 数列 运算 过 程 中 ， 首 先进 行 十 ， 一 ，X， 二 的 运 
算 ， 然 后 进行 lim 运算 的 计算 结果 和 首先 进行 lim 的 运算 ， 然 后 进行 十 ， 
一 ，X， 二 运算 的 计算 结果 是 相等 的 。 

总 之 ， 可 以 变换 十 ， 一，X ， 二 和 lim 的 运算 顺序 。 


10.8 规则 的 数列 


考虑 无 穷 数 列 收敛 时 ， 也 想到 排列 任意 的 数 a,。 实 际 上 ， 多 数 情况 
是 用 某 一 法 则 顺序 排列 数列 的 各 项 。 

如 果 a ta ta, tta, 的 项 是 任意 排列 的 ， 从 第 一 项 开始 进行 相 
加 时 ， 只 能 老 老 实 实 地 一 个 一 个 加 下 去 。 

然而 如 果 是 规则 排列 的 项 ， 巧 妙 地 利用 其 规律 ， 用 灵活 的 计算 方法 
往往 很 快 会 得 出 答案 。 

例如 使 用 算盘 练习 从 1 到 10 的 加 法 ， 答 办 法 就 是 一 个 数 一 个 数 地 
加 下 去 ,但 是 如 果 把 

1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 8 十 9 十 10 
从 两 端 开 始 ， 把 首尾 两 个 数 分 成 一 组 各 自 相 加 ， 像 图 10-25 那样 ， 每 组 
数 都 为 11， 由 于 共有 5 组 ， 所 以 答案 为 11X5 一 55， 当 然 ， 使 用 这 种 计 
算 方 法 就 不 是 练习 珠算 的 加 法 了 。 
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人 都 知道 ， 阿 基 米 德 〈 约 公元 前 287 一 前 212) 
很 早 就 已 经 知晓 平方 和 的 计算 公式 ， 
PERE teeta = Sant) (2n 十 1) 


还 有 某 位 阿拉 伯 数 学 家 已 经 知道 了 立方 和 的 
HAAR: 

1? +2? +3? t += [Frat | 

据说 他 使 用 图 10-28 证 明了 这 个 公式 。 


10.9 帕斯卡 三 角形 


在 这 种 规则 数列 中 ， 最 重要 的 就 是 所 谓 的 帕斯卡 三 角形 。 

图 10-29 表示 像 围 棋盘 那样 的 整齐 街道 。 设 想 从 顶点 A 步行 去 某 个 
地 点 ， 规 定 代表 步行 能 去 的 区 域 位 置 ， 从 左 侧 线 开始 用 (n,m) 表 示 m 
号 地 点 。 





1234567 8 9 10 11 12 13 


图 10-28 





图 10-29 


XE, M00,0 5 1 2247 248 4 Co, m) 的 道路 的 种 类 的 数目 写作 


fn 


(2 ) 。 当 然 是 不 绕 远 地 到 达 目 的 地 道路 的 数目 。 此 刻 用 (2 ) 制作 出 来 的 


数字 图 形 就 是 帕斯卡 的 数 三 角形 。 详 见 图 10-30, 
具体 计算 如 图 10-31 所 示 。 这 个 数 三 角形 是 可 以 无 穷 延 伸 的 。 那么 
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这 是 在 任何 时 候 都 成 立 的 法 则 ， 怎 样 能 证 明 公 式 在 任 
何 时 候 都 成 立 呢 ? PART RAE BURA CULPA 10-34). DN, 
(1) 这 个 法 则 在 第 二 边 成 立 。 l 
(2) 如 这 个 法 则 在 数目 一 1 的 底 边 成 立 ， 则 它 必然 在 图 10-34 
下 边 的 编号 的 底 边 也 成 立 。 
只 要 证 明 这 一 点 ， 则 从 第 二 边 开始 ， 接 着 第 三 边 ， 第 四 边 ，…… 的 证 
明 就 发 生 连 锁 反应 。 继 续 进行 到 任何 地 方 ， 因 此 就 完成 了 对 所 有 边 的 证 明 。 
2>3>4>5>.- 
(1) 由 于 第 二 边 是 1， 所 以 为 1 时 的 证 明 是 不 言 而 喻 的 。 
在 (2) 的 说 明 上 因为 一 1 号 成 立 ， 所 以 








| (Can) m 十 1 l 因而 ("一 1)= m+1 (271) 








PETE 
注意 ， 假 设 上 述 公式 成 立 ， 并 代入 公式 
(mt) _ CaF) 

(nite) (ati) + (ata) 


m+] 1 
wer- l—m +1) (ei) -mt 


(H G) T” 

从 而 知道 即使 是 也 成 立 。 

这 样 证 明 结 束 了 ， 这 是 推论 的 连锁 反应 ， 这 与 将 棋 一 个 压 一 个 倒 下 
去 的 逻辑 相似 。 

排列 将 棋 棋 子 时 ， 

CL) 第 一 个 棋子 必须 先 倒 下 ， 

(2) WRA n 一 1 号 为 止 的 棋子 倒 下 ， 则 号 的 棋子 一 定 倒 下 。 

如 上 述 两 点 确定 了 ， 则 所 有 的 棋子 都 将 倒 下 。 所 谓 数学 归纳 法 就 是 
将 棋 倒 下 的 逻辑 。 
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n—1 时 …… 面 数 十 结 点 数 王 线 数 十 1 


”十 新 增加 数 ……1 十 :一 * 十 1 
n 的 时 候 …… 面 数 十 结 点 数 王 线 数 十 1 


在 这 里 ， 用 数学 归纳 法 完成 了 这 道 题 的 证 
明 。 因 此 我 们 知道 ， 不 管 有 多 少 个 面 ， 上 式 总 是 
成 立 的 。 图 10-37 

如 果 开 始 时 不 预先 设想 问题 的 法 则 ， 则 不 能 
使 用 数学 归纳 法 。 其 原因 是 在 第 (2) 条 一 直到 ”一 1 为 止 ， 假 乍 这 一 法 
则 ， 并 以 此 为 基础 ， 证 明了 ?的 情况 。 

因此 在 用 不 严密 的 实验 方法 搞 清 某 个 问题 时 ， 要 想 对 其 做 严密 的 数 
学 证 明 ， 经 常 利用 数学 归纳 法 。 


10.11 高 斯 分 布 


数 三 角形 和 弹 球 盘 〈 一 种 游戏 机 ) 有 着 相当 奇妙 的 联系 。 
如 图 10- 38 所 示 ， 垂 直 
Wa EDER KA, KA EM 
下 流动 时 ， 第 一 段 积 存 的 水 


(2,2), BR 





RA (7) ， 第 三 段 积 
1 3 3 1 

FWA (gg) 

fq BRE EATER 
3 BH ak HY — RE BIL DU SE FF HE 
列 ， 当 打出 许多 弹 球 时 ， 弹 
球 的 下 落 情 况 和 水 下 落 情况 
一 样 。 

也 就 是 说 正中 间 落 下 的 弹 球 最 多 ， 随 着 离开 正中 间 位 置 的 距离 加 
大 ， 则 落下 去 的 弹 球 越 来 越 少 。 
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表 10-1 

期 

BR | a | a | | 
RINK, WRAS AAR- AFI AA) AREFE, ALA 
减 去 相 邻 的 数 : 

43741) ds dry *" 
把 这 个 相 邻 数 的 差 a, 一 a,_1 称 为 阶 差 ， 阶 差 用 来 观察 变化 的 程度 。 如 
AR 


a, an1 =, 
就 又 建立 了 新 的 数列 元。 把 这 个 数列 叫做 第 1 阶 差 数列 。 为 了 方 


便 ， 规 定 从 0 号 开始 ， 如 表 10-2 所 示 。 
表 10-2 





如 有 果 从 刀 ，b,，bs，… 再 建立 阶 差 ， 则 可 以 更 精密 地 求 出 变化 的 情况 。 
把 这 个 数列 叫做 第 二 阶 差 数列 ， 如 表 10-3 所 示 。 





从 日 本 每 年 的 人 口 数 列 a, 取 一 次 阶 差 ， 其 数列 是 正 的 。 其 理由 是 人 口 
每 年 是 增加 的 。 

可 是 如 果 再 一 次 建立 阶 差 ， 则 有 时 会 变 成 负 的 。 

人 口 虽 然 增 加 ， 然 而 增加 的 速率 是 减少 的 。 

如 果 把 这 个 阶 差 接 连 不 断 地 作 下 去 ， 可 以 抓 住 变化 的 细小 差别 。 
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a,=(")-0+(7)-14+(5)-34+(9)-2+ (4) 0+ 


1) n(n— 1D) (n— 2) 


_ , n(n—1), , 
=0+n+.1+ 1.9 3+ 1.9.3 2 


__ an? +3n' +n 
6 


_ n(n 十 1)(2n 十 1) 
6 


一 般 情况 下 ， 可 以 求 出 1 十 2 十 3* 十 … 十 ww WE. 

例如 ， 对 于 

1 十 2 十 于 十 下 十 n= 二 (1) 
伯 努 利 发 现 了 fo 的 一 般 形式 。 尽 管 是 偶然 的 一 致 ， 可 是 江 户 时 代 的 
伟大 数学 家 关 孝 和 (1642—1708) 也 同 伯 努 利 一 样 在 同一 时 期 提出 了 和 
fo 相同 的 公式 。 

据说 伯 努 利 把 1 到 100 的 10 次 方 的 和 在 7 分 30 秒 内 计算 出 来 ， 就 
自 以 为 了 不 起 了 。 那 么 答案 是 多 少 呢 ?是 

959 924 142 434 241 924 250 
成 了 天 文学 的 数字 。 

当然 伯 努 利 未 必 是 老 老 实 实地 计算 : 

114290430 +... +90 + +100" 

即使 他 是 计算 的 名 人 ， 在 7 分 30 秒 内 也 不 能 把 这 道 题 计算 出 来 。 
他 是 知道 变 戏法 的 秘密 的 。 这 个 秘密 就 是 以 下 公式 : 

1° 42% +3 He HHn” 


= n" hon +27! 一 入 +n 1 +ocn 
只 要 把 这 个 n 用 100 代替 ， 代 人 这 个 计算 公式 就 行 了 。 不 难 想 象 在 
7 分 30 秒 的 时 间 内 可 以 得 出 答案 。 


第 11 章 METER 


1.1 2 HE 算 


吉田 光 由 (1598—1672) 9 (EHW) EEF NARBE AN 
数学 书 ， 其 中 有 所 谓 “ 老 鼠 算 ”一 节 。 书 中 写 道 ; 

“正月 里 公 母 两 老鼠 生 了 十 二 只 小 老鼠 ， 这 样 总 共 就 有 了 十 四 只 老 
鼠 。 到 二 由 月 里 ， 这 些 老 和 鼠 又 全 配 成 对 ， 每 对 各 生 了 十 二 只 小 总 ， 这 样 
一 共 就 变 成 了 九 十 八 只 。 如 此 每 月 一 次 繁殖 下 去 ， 按 每 次 各 对 生 十 二 只 
考虑 ， 那 么 经 过 十 二 个 月 就 会 有 二 百 七 十 六 亿 八 千 二 百 五 十 七 万 四 千 四 
百 零 二 只 老鼠 。 

算法 是 以 二 只 老鼠 数 乘 七 的 十 二 次 方 。 

同 理 ， 可 以 表示 正月 、 二 月 、 三 月 、…… 增殖 后 的 老鼠 数 。 将 此 计 
算 以 数学 算式 表示 ， 则 如 下 列 所 示 : | 

2X7 一 14 

2X7X7 一 98 

2X7X7X7=686 

2X7X7X7X7=4802 

2X7X7X7X7X7=32 614 


2x7 一 235 298 
2x7 =1 647 086 
2x7" =11 529 602 
2x7 =80 707 214 
2x7" =564 950 498 
2x7" =3 954 653 486 


O BMRA “=”. — BEE 
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2X17” = 27 682 574 402 

最 后 的 数目 若 以 现在 的 写法 表示 就 是 

2X7” =27 682 574 402 

为 了 强调 这 个 数目 的 大 小 ， 吉 田光 由 进而 又 提出 了 这 样 一 个 新 间 
Bi. 如 果 每 只 老鼠 每 天 吃 半 合 米 ， 那 么 一 年 内 能 有 多 少 米 被 吃 掉 呢 ? Y 
案 是 “一 千 三 百 八 十 四 万 一 千 二 百 八 十 七 石 二 斗 一 合 ”， 如 果 每 只 老鼠 
按 身长 四 寸 计算 ， 排 列 起 来 则 有 “七 十 八 万 八 千 六 百 五 十 四 里 二 十 三 叮 
=+ HATO, 

这 样 ， 老 鼠 算 的 结果 都 是 一 些 出 人 意料 的 大 数 ， 这 是 由 于 以 同样 的 


数字 重复 相 乘 的 结果 。 

《 尘 劫 记 》 中 的 老鼠 算是 反复 地 乘 以 7， 与 此 类 似 的 算 例 十 时 候 在 欧 
HUA. 

A 1000 年 悠久 历史 的 十 埃及 阿 备 斯 文件 中 记 有 下 列 计 算 结果 : 

家 7 | 

猫 49 

zi 343 

小 麦 2 401 

玛 斯 @ 16 807 


METAR BU? 历史 学 家 对 此 作出 了 下 列 解 释 : 

“7 户 人 家 中 各 养 了 ?7 只 猫 ，1 RHR TT 只 老鼠 ，1 只 老鼠 能 吃 掉 
7 棵 小 麦 。1 棵 小 麦 合 7 玛 斯 粮食 ， 那 么 小 麦 共 有 多 少 玛 斯 ?2 

这 是 一 个 想象 中 的 问题 ， 只 要 逐次 地 乘 以 7， 就 会 得 出 有 趣 的 答案 。 

像 这 种 7 倍 的 故事 ， 后 来 还 曾 屡 次 出 现 过 。 例 如 在 13 世纪 的 数学 
RAE BIR (4 1180 一 1250) 的 《计算 书 》 中 有 下 列 问题 : 

“在 罗马 有 ?7 AZAA, 

每 人 赶 着 7 LER, 

FAPAHATARUOR, 


O 这 里 的 “ 町 ”、“ 间 ” 亦 为 日 本 长 度 单位 ，1 町 约 为 109 米 ，1 间 约 为 1. 818 米 。 
@” 玛 斯 为 上 古 埃 及 的 一 种 质量 单位 。 一 一 译 者 注 
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m 


国王 非常 高 兴 ， 决 定 要 奖励 他 ， 让 他 任 ” POTT 
RACH CY. HEU aR ER R BH T TT TT | yf 
上 放置 小 麦 〈 见 图 11-1)， 第 1 格 中 放 1 粒 ，| | | | | tT 

第 2 格 中 放 2 粒 ， 第 三 格 中 放 4 粒 ， 以 此 每 格 | | | 


coma. eras cane E 





当 的 小 麦 数 ， 因 为 棋盘 的 格 数 为 8X8 一 64。 TTT 
国王 以 为 这 是 极 易 满 足 的 事 ， 但 是 计算 III TTS 

结果 却 出 乎 他 的 意外 ， 答 案 是 2 粒 小 麦 ， 1a 

为 19 位 数 ， 相 当 于 2500 年 的 全 世界 小 麦 

产量 。 


11.3 5 + 


Fe 7) Ze TE TAME, Ai 

2 十 2 十 2 十 2 十 2 二 2X5 
这 里 5 是 重复 相 加 的 次 数 。 

同样 ， 当 反复 相 乘 出 现时 ， 也 应 给 以 新 的 定义 ， 如 写作 

2X2X2X2X2=2° 
右上 角 小 字 5 称 为 指数 ， 表 示 重 复 相 乘 的 次 数 ， 指 数 虽 然 写 得 小 ， 但 其 作 
用 是 很 大 的 。 只 要 想 想 在 “棋盘 问题 ”中 2* 是 多 么 大 的 数字 就 会 明白 的 。 

对 于 表示 巨大 位 数 的 所 谓 天 文 数字 ， 使 用 这 种 指数 是 非常 方便 的 。 
例如 1 亿 可 表示 为 1 ，!1 万 亿 是 10 。 因 此 ， 这 种 写法 极 受 天 文学 者 的 
欢迎 ， 因 为 把 宇宙 半径 写成 5.2X 102 千 米 比 写成 数字 后 带 有 许多 个 0 
要 省 事 得 多 。 

这 种 字 小 却 作 用 大 的 指数 具有 哪些 性 质 呢 ? 

例如 ，2 与 2 相 乘 时 ， 由 指数 的 定义 可 知 结果 为 2 ， 即 


2 Xx 2 = 2 


TXIXT x2X2X2X2 = 2x2X2xX2X2X2X2 


— „m+n 


a” Xa’>a 
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这 里 的 a 限于 正 数 。 这 样 就 把 等 号 左 侧 的 “X” 变 成 了 右 侧 的 “十 ”。 

这 个 法 则 最 早 是 由 古代 大 数学 家 阿 基 米 德 〈 约 公元 前 287 一 前 212) 
发 现 的 。 

阿 基 米 德 兽 经 打算 数 一 数 整 个 宇宙 中 的 沙子 的 数目 。 为 此 ， 不 能 不 
考虑 大 的 数字 。 他 使 用 的 数 按 现在 的 写法 就 是 108 ， 也 就 是 1 的 后 面 加 
63 个 0。 

用 这 样 大 的 数 来 乘 、 除 ， 促 使 他 想到 了 

a” Xa’=a™!” 

这 个 法 则 。 当 然 ， 现 代 从 天 文学 的 角度 来 看 ， 阿 基 米 德 所 想象 的 宇宙 比 
器 桶 种 子 还 小 。 但 是 作为 把 整个 宇宙 中 的 沙子 都 要 数 一 数 的 阿 基 米 德 的 
梦想 还 是 挺 壮观 的 。 根 据 佛 教 的 经 典 ， 古 时 候 是 用 沙子 数 来 表示 大 数 
的 。 所 谓 “ 恒 河 沙 ” 即 恒 河 的 沙子 数 ， 是 作为 表示 无 限 大 的 数 而 使 用 
的 。 在 东方 ， 数 不 清 的 大 数 是 宗教 崇拜 的 目标 。“ 无 限 ”在 某 种 程度 上 
带 有 宗教 的 色彩 。 但 是 西方 的 阿 基 米 德 却 为 数 清 宇 宙 之 沙 作 出 了 贡献 。 
这 种 雄心 壮志 乃 是 创造 出 欧洲 科学 的 动力 。 


11.4 负 的 指数 


利用 指数 法 则 的 逆 ， 可 将 除法 运算 变 为 减法 运算 。 当 m 比 n 大 时 ， 
则 有 

a” a =a" 
此 式 限 于 m 大 于 的 条 件 。 而 mx 二 nn 或 mm 过 n 时， 则 属 例 外 。 

但 是 ， 搞 数学 的 人 讨厌 这 种 例外 ， 希 望 在 这 里 将 指数 的 意义 引伸 一 
下 ， 清 除 这 种 例外 。 

当 ma 一 2 时 ，o 僵 性 变 成 co ， 即 闻 数 被 同 数 除 ， 其 答 数 当然 是 
1。 因 此 和 定义 a” "=a 为 1， 即 
| arg =a" "=a =] 
ARE) a" +a" =a" " MENE m=n ERRA T 

现在 考虑 二 大 于 六 的 情况 ， 此 时 的 一 个 特例 是 m 一 0 的 情形 。 因 为 
a=1l, X 
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这 里 a =a ELI, WA 
a >a"=a "=a" 

DORE Oat Pe RRO, "aa "HEM, BAF 
m, n 为 任何 值 的 情形 了 。 

从 而 就 把 数学 家 讨厌 的 例外 给 消除 了 。 

采用 这 种 新 的 定义 后 ， 可 制 成 下 列 指数 表 AAA 11-1)。 

指数 是 从 工 开始 向 右 递增 1， 而 寡 则 是 …Xa; 指数 从 1 向 左 递减 1， 
MAMA a, 





表 中 上 面 一 行 是 十 和 一 的 世界 ， 下 面 一 行 则 是 X 和 垃 的 世界 。 

利用 负 的 指数 可 将 小 数 点 以 下 带 有 许多 0 的 小 数 以 简单 的 方式 表示 
出 来 。 例 如 1 亿 分 之 1 的 普遍 写法 是 

0. 000 000 01 

利用 负 指 数 表示 ， 可 写 为 10“。 

对 于 研究 微观 世界 的 原子 物理 学 家 来 说 ， 这 是 极 受 欢迎 的 方法 。 

例如 ， 电 子 的 重量 用 普通 方法 表示 为 

0. 000 000 000 000 000 000 000 000 000 910 9g 
以 新 的 符号 表示 则 为 9. 109X 10 “g， 写 起 来 比 上 述 方便 得 多 。 


11.5 分 数 的 指数 


然而 到 此 为 止 ， 并 不 能 使 数学 家 感到 满意 。a" 虽 可 定义 于 任何 正 、 
负 整数 ， 但 为 方 时 情况 又 如 何 呢 ? 这 里 以 a 二 2 作为 特例 ， 作 出 2 一 ， 
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的 图 ， 如 图 11-2 所 示 。 
此 图 还 是 间 汤 的 ， 希望 能 连 成 一 条 曲 
线 。 虽 然 以 任何 线 连 接 均 可 ,但 还 是 尽 可 
能 按 其 自然 规律 连接 为 好 。 
5 


He MUERAS o o o 


确定 27, 27, 27, ese, TARI 
数 递 增 1, AUR 2, 

| 在 这 里 ， 把 指数 一 下 子 由 TERE, 
种 移动 ， 改 变 为 中 间 多 走 一 步 ， 即 


0 一 > :1 
这 样 ， 寡 就 相应 地 为 
1—~>1* (?)~>1&X (7) & (7) 
而 (27)? =2, 
RCH I END. 4142, M 2 被 定义 为 /5 M 





因此 ， 将 这 些 中 间 的 点 加 入 ， 图 11-2 就 变 成 图 11-3 这 样 了 。 
在 这 里 ， 由 于 对 应 Fa, y 的 数值 


是 V2 =1. 4142… ， 故 它 不 在 2 一 1 与 2 一 2 
两 点 连 成 的 直线 的 中 点 1.5 处 ， 而 是 要 在 其 
下 方 。 
想 出 oz 这 样 的 分 数 指数 的 学 者 是 14 世 
纪 的 哈雷 姆 。 再 看 看 当 指 数 由 0-1 分 成 三 
段 移动 的 情形 ， 邵 
1.2 


站 一 > -一 一 > 一 一 一 > 


3 3 
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与 其 对 应 ， 由 于 有 


1>(a3)>(a3).>(a3)'=a 





写成 一 般 规律 就 是 ar 一 (CC) 
仿 此 ， 使 上 述 图 中 的 分 散 点 密集 起 来 ， 最 终 图 11-4 
就 变 成 一 条 连续 的 曲线 CLA 11- 4 一 图 11- 6)。 





图 11-5 图 11-6 


11.6 指数 函数 


表示 这 样 的 连续 曲线 的 函数 称 为 指数 函数 ， 如 已 画 出 的 yS a7, 
在 这 里 z 为 整数 、 分 数 或 负数 均 可 ， 甚 至 无 理 数 也 行 ， 总 之 对 于 所 
有 的 实数 r, a 都 是 确定 的 。 并 且 指 数 法 则 对 应 z 为 所 有 实数 都 成 


Mo» BẸ 
a” X a? =q” 


t + 
E — TI 


当 a 二 2 时 ， 可 得 到 图 11-7。 
首先 令 工 为 正 整数 时 ， 可 列 出 表 11- 2。 


290 | 第 11 章 伸缩 与 旋转 


利用 指数 函数 曲线 ， 可 按 下 法 进行 乘法 计 
算 。 这 里 是 将 > 轴 上 的 乘法 运算 与 工 轴 上 的 加 
法 运算 相对 应 ， 故 在 zx 轴 上 刻度 出 1，2，3， 
4，5，…， 并 在 其 上 进行 加 法 和 运算， 就 可 转化 
为 刻度 上 的 乘法 运算 ( 见 图 11-8). 

为 了 进行 这 种 加 法 运算 。 可 使 两 个 刻度 
尺 合 起 来 自由 地 滑动 。 这 样 就 制 出 了 计算 尺 
CHB 11-9) 。 也 就 是 说 计算 尺 是 将 乘法 运算 
转变 为 加 法 运算 的 工具 。 

由 图 11-9 可 见 ， 计 算 尺 上 具有 不 等 间 
隔 的 刻度 ， 越 往 前 间隔 越 小 。 


ATAN 





GAEL 
Ey Yj Y : 
y GS CI jul 
BEE AU 
UT Prat rn) ke TUN 


图 11-9 
11.7 对 数 
当 使 用 指数 函数 的 曲线 时 ， 数 字 
3 一 25 | 
4=2 
5 一 25 





右上 和 角 的 指数 称 为 以 2 为 底 的 3，4，5，… 的 对 数 。 即 


5 一 2 以 2 为 底 的 5 的 对 数 一 ya 


这 里 ， 数 学 家 将 “以 2 为 底 的 5 的 对 数 ” 这 种 长 的 句子 写成 logs5 或 写作 


5 = ples 
这 样 就 有 
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3X5=15 

908,3 X 9108,5 一 9108,15 

9log,3+log,5 ~— log, 15 
因此 ， 与 指数 相 比 较 ， 有 

log, 3 + log, 5=log, (3 X 5) 
一 般 写 法 : 

log,x tlog,x’ =log, (x + x’) 
当 a=10 时 ， 有 

log, 100=2 

log, 1000=3 
BA 10, 100, 1000, -Bpk 10 倍 递 增 时 ， 其 对 数 则 为 1，2，3，… 
即 按 十 1 递增 ， 增 长 得 相当 慢 。 

数学 家 丹尼尔 。 伯 努 利 〈1700 一 1782) 说 : “人 们 的 精神 财富 与 物 
质 财富 的 对 数 成 正比 。” 因 此， 按 伯 努 利 说 来 ， 从 财产 为 10 万 日 元 增 到 
20 万 日 元 的 高 兴 心 情 ， 和 从 100 万 日 元 增 到 200 万 日 元 时 的 高 兴 心 情 是 
一 样 的 。 虽 然 我 们 不 是 大 财主 ,不 了 解 他 们 的 心情 ,但 车 照 伯 努 利 说 
来 ， 就 是 大 财主 也 并 不 是 高 兴 得 了 不 得 的 《 见 图 11-10), 


EE 


+o SS 





精神 财产 


图 11-10 图 11-11 


类 似 情 况 还 有 心理 学 法 则 ， 或 所 谓 韦伯 定律 。 即 感觉 的 强度 与 刺激 
的 强度 的 对 数 成 止 比 。 如 果 刺 激 按 2 倍 递增 ， 则 感觉 仅 是 按 一 年 量 增 
Mm. Bl 

感觉 强度 二 klog( 刺 激 量 )( 见 图 11-11) 
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发 现 对 数 的 人 是 英国 贵族 纳 皮尔 和 瑞士 学 者 别 尔 基 。 由 于 对 数 可 将 义 
和 二 变 为 十 和 一 ， 给 计算 带 来 了 方便 ， 特 别 是 与 复杂 计算 打交道 的 天 文 
学 家 更 感到 高 兴 。 当 时 的 天 文学 家 开 普 勒 高 兴 地 说 过 : “ 托 对 数 的 福 ， 
天 文学 家 的 寿命 延长 了 一 倍 。” 因 为 计算 的 劳苦 减 少 了 一 半 ， 故 可 说 是 
寿命 增长 了 一 倍 。 


11.8 连续 的 复 利 法 


西 稚 所 说 的 “当时 借 钱 的 利息 高 得 惊人 ”， 是 因为 不 是 按 单 利 法 ， 
而 是 按 复 利 法 计算 的 。 如 果 按 单 利 法 的 话 ， 从 水 间 夺 借 了 一 贯 钱 的 江 户 
某 人 在 十 三 年 后 只 要 还 十 四 贯 钱 就 行 了 。 可 是 若 按 复 利 法 ， 他 就 得 还 八 

按 单 利 法 ”1 十 1X13==14 

按 复 利 法  (1+1)” =8192 

且 不 说 这 种 年 息 100%% 已 经 是 一 种 高 利 贷 ， 更 有 甚 者 ， 知 每 半年 就 
将 利息 转变 为 本 金 的 话 ， 利 息 就 更 多 了 。 因 为 前 半年 的 利息 在 后 半年 内 
又 会 生息 。 例 如 


在 方 年 间 应 还 的 金额 》 1+4 
1 年 间 (1+1)(144)=(144) = 2. 25 
就 是 说 比 按 每 一 年 的 复 利 法 算 ， 要 多 0. 25 贯 。 
进而 再 看 看 按 每 于 年 将 利息 转 人 本 人 金 的 计算 法 ， 结 果 如 何 ? 
SER its 
Lem (x(t) 
em (2) xd) D)=(+ 2) 
实际 计算 的 结果 为 
3\ 64 


Bel Eur 
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BUG bi 2.25 的 结果 又 增 大 了 。 
这 样 ， 不 断 将 利息 转 人 的 次 数 递 增 ，1 年 后 的 利息 就 不 断 地 增 大 ， 


(i++) 一 2. 44… 


(i++) =2. 48e 


如 果 次 数 无 限 地 增加 ， 这 个 数值 并 不 会 无 限 增 大 。 它 不 会 大 于 3, 
而 是 逼近 2. 71… 。 由 于 它 和 圆周 率 13. 14… 一 样 ， 在 数学 中 经 常会 遇 
到 ， 为 简单 起 见 ， 用 字母 e 表 示 。 

e 一 2.7]1… 

用 现在 的 电子 计算 机 可 将 e 的 数值 算 到 5 万 位 。 

当 将 利息 转 和 的 次 数 无 限 增多 时 ， 其 结果 就 是 要 在 瞬间 将 利息 转 
人 ， 即 连续 的 转 人 利息 的 复 利 法 。 由 此 ， 数 学 家 雅 各 布 。 伯 努 利 
(1654—1705) 把 它 称 为 “连续 复 利 法 ”。 

因此 ， 这 也 可 以 说 是 贪得无厌 的 高 利 贷 的 复 利 法 。 如 果 水 间 寺 的 住 
持 用 这 种 连续 复 利 法 来 计算 的 话 ， 那 么 借 了 一 贯 钱 的 江 户 某 人 ， 在 十 三 
年 后 就 要 还 

(2. 71+++)™" =442 370, ++ 
HR. MALA) BHEETNIEHANN BLITZER. 

年 利 100% 的 利息 已 经 很 高 了 ， 那 么 年 利 zx% 的 利息 ， 若 按 连 续 复 
利 法 来 算 ， 结 果 怎 样 呢 ， 根 据 每 年 还 的 次 数 ， 情 况 如 下 : 

1m ite 


2 次 (1+ ) =1+ + 


) 


4 次 (1 十 子 ) + titi 


2 

3o x q 
=1+ 3 十 37 

4 


x 
2 
3 次 (145 
x 
4 


可 见 ， 也 是 不 断 增 加 的 。 
随 着 利息 转 人 次 数 的 增加 ， 利 息 会 增多 ， 虽 然 放 高 利 贷 的 人 赁 本 能 
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也 能 知道 这 一 点 ， 然 而 数学 家 总 觉得 不 加 证 明 是 说 不 过 去 的 。 
为 此 ， 可 用 二 项 式 定理 , 将 (1 十 三 ) 展开 。 即 


n(n— 1) 
1.2 





(142) =14n(2)+ (Z) += 1+4 


ERE, Mnk, HFI, 1-2, k, KRENT n 


增 大 时 (1 十 三 ) 是 增 大 的 。 
BE a 全 都 接近 于 1， 故 (1 十 三 ) 的 值 接近 于 
1+2 4 ET + 


RAR? RIOR BERTA 
KEA! 因为 只 要 要 求 增加 利息 转 入 的 次 数 ， 他 就 能 获得 无 限 大 的 利 
息 。 但 是 ， 幸 好 这 不 是 事实 。 因 为 不 论 对 于 多 大 的 r, 

x, E x 

li 1 

均 收 敛 到 一 个 有 限 的 值 。 


11.9 E 转 


本 金 按 一 定 利率 增值 ， 这 是 复 利 法 。 它 葛 定 了 伸缩 的 基础 。 与 伸缩 
可 以 相提并论 的 是 旋转 。 举 例 说 ， 把 区 域 划 分 杂乱 无 章 的 东京 除外 ， 区 
划 整 齐 的 札 曝 也 不 考虑 ， 我 们 考虑 的 是 莫斯科 和 澳大利亚 的 堪培拉 的 区 
划 方 式 〈 砚 图 11-12)。 它 们 都 是 从 城市 中 心 向 四 方 伸 出 一 群 放 射 状 的 
直线 ， 市 中 心 相 当 于 一 群 同心 圆 的 中 心 。 

这 样 划 分 区 域 之 后 ， 点 的 位 置 可 由 它 离 中 心 的 距离 和 距 中 心 的 方位 
角 来 表示 。 例 如 ， 此 方位 角 在 中 心 以 东 ， 再 测 出 多 少 度 就 行 了 。 角 度 的 
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ia 


NR 


0 
Cher 


a 
x 
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AL 
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图 11-12 
FURERAE, ACERS, BIRT WIE, Sera 
跑 的 回转 方向 相同 (44 11-13), 





图 11-13 


与 目 然 界 存在 这 种 正 、 逆 相对 的 两 种 旋转 相 类 似 ， 对 于 人 来 说 也 有 
心脏 位 于 体内 左 侧 、 而 有 力 的 右手 却 在 体外 右 侧 活动 这 种 相对 的 事实 ， 


”并 且 大 家 都 已 习惯 了 ， 


角度 的 测量 以 按 这 种 自然 旋转 的 方向 为 正 ， 反 之 为 负 。 

”现在 来 考虑 围绕 基线 旋转 的 角度 的 大 小 。 它 可 为 任意 值 ， 例 如 正好 
转 一 周 时 为 360"， 转 两 周 时 为 720”， 如 有 反 转 一 周 则 为 一 360”( 见 图 11 - 
14), 

由 于 最 初 角 是 用 两 条 半 直 线 构成 的 模子 状 图 形 来 表示 的 ， 故 不 能 想 
象 出 180 以 上 的 角 。 然 而 如 果 换 成 角度 是 旋转 的 大 小 这 种 观点 ， 则 不 论 
正 、 负 ， 任 何 角度 均 可 以 考虑 了 。 

设 点 的 位 置 距 中 心 的 距离 为 -， 并 测 得 在 东方 的 角度 为 6， 则 将 (7， 
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360" 720° 360° 


11-14 

0) 称 为 该 点 的 极 坐 标 。 

不 论 是 用 杞 则 式 的 笛 卡 儿 坐 标 还 是 用 堪培拉 的 极 坐 标 ， 它 们 所 表示 
的 点 或 线 等 图 形 都 是 不 会 改变 的 。 这 正如 用 日 语 说 “这 是 一 支 钢 笔 ” 和 
用 英语 说 “it is a pen”， 意 思 是 不 变 的 ， 其 道理 是 一 样 的 。 

要 了 解 这 个 道理 ,必须 有 从 第 卡 儿 坐 标 转换 成 极 坐 标 时 的 规则 。 下 
面 来 说 明 这 一 点 。 

为 此 取 中 中 心 距 离 为 1 的 点 ， 即 考虑 半径 为 1 的 圆 〈 见 图 11-15)。 

此 时 ， 试 将 在 角 98 的 放射 线 上 的 点 a 
y) 用 (r，0) 表示 。 设 此 射线 与 半径 为 1 
的 圆 的 交点 为 S，S 的 坐标 为 la, b)a 

由 于 相似 三 角形 的 边 成 正比 ，OP 是 
OS 的 > 倍 ， 故 z 和 ?也 分 别 是 ac MS Hr 
倍 。 这 样 就 有 

ra=x 

rb=y 

a O78, a 和 就 会 随 之 而 变 ， 故 x Alb 
是 2 的 函数 ， 即 

a= f(@ 

b= g2(4) 

将 这 样 的 函数 分 别 写 作 -cos 9 Al sin 9 CUL 
图 11-16)。sin 是 sine 的 缩写 ，cos 是 cosine 
的 缩写 。 内 

a= cos @ 

b=sin Y 
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故 Ay 可 表示 为 

x=rcos 0 

y=rsin 0 

当 0 任意 变化 时 ，cos9 和 sind 均 随 之 而 变 ， 有 时 为 正 ， 有 时 为 负 。 

为 了 弄 清 这 一 点 ， 可 将 平面 分 成 四 个 部 分 ， 称 为 四 个 象限 。 相 应 于 
地 图 上 对 中 心 来 说 的 东北 、 西 北 、 西 南 、 东 南 四 个 方位 。 按 此 顺序 称 作 
第 一 象限 、 第 二 象限 …… 由 角 处 在 哪个 象限 来 决定 cosh 和 sind 为 正 或 为 
n AK 11-4). 

R 11-4 


II 1 cos} 一 cos A+ 
siny+ | siny+ 
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为 了 能 看 清 sin 和 cos 的 值 ， 可 制作 一 个 如 图 11 -18 所 示 的 机 械 。 
作出 半径 为 1 的 圆 ， 在 其 圆周 上 从 0 到 360 进行 分 度 。 在 此 圆 中 再 作 一 


个 半径 为 二 的 圆 ， 使 其 直径 的 一 端 在 大 圆 的 圆心 上 ， 而 让 小 圆 沿 其 圆心 


转动 。 这 时 z 轴 与 小 圆 的 相交 处 就 是 直径 与 z RAR EK cos zx， 而 
E y 轴 的 相交 处 则 是 sin z. 

因为 交点 是 直径 所 对 圆周 角 的 顶点 ， 故 
此 圆周 角 总 是 直角 。 

当 角 度 增加 到 360 时 ， 由 于 直线 又 回 到 
原来 的 位 置 ， 故 sin z 和 cos z 又 变 成 最 初 的 
数值 。 即 sin xz 相应 于 z 每 增 减 360 而 重复 
变化 。 由 此 可 知 ， 这 种 曲线 是 一 种 理想 的 波 
的 形状 。 

正 艾 曲线 可 用 各 种 方法 得 出 。 例 如 将 一 
个 圆柱 用 纸 卷 起 来 ， 把 它 连 同 圆柱 一 起 斜 着 
切 开 ， 再 将 纸 展开 ， 就 可 看 出 切口 具有 正弦 曲线 的 形状 (元 图 11-19. 
设 圆柱 半径 为 a， 把 它 斜 着 切 时 ， 切口 与 中 心 轴 的 交点 为 O。 设 以 O 为 
中 心 垂 直 切 出 的 圆 与 斜 着 切 出 的 椭圆 的 交 线 为 
OT。 从 椭圆 上 的 一 点 4 向 圆 上 引 垂 线 AB ， 再 
HBMOTZIER BC Bl ERA OS. 
则 有 

AB_US 

BC a 
4 AB=y, Z<BOT=9, WA 

BC= asin@ 


y =AB=2 - BC 








图 11-19 


„= .a sin 9=US + sin Y 


这 样 将 纸 展 开 就 可 知 切口 的 曲线 可 表示 为 
y=US + sin 6 


11.11 极 Æ 标 | 299 


反 过 来 考虑 一 下 ， 若 将 按 正弦 曲线 形状 切 开 的 纸 的 两 端 对 接 起 来 ， 
就 变 成 斜 着 切 开 的 圆柱 形状 了 。 这 在 做 西服 的 袖子 或 是 雨 漏 时 都 有 应 用 
( 见 图 11-20). 





11.11 fh Æ 标 


SARAH AAD. BRR Ae. AUR E 
线 用 直角 坐标 表示 ， 公 式 很 复杂 ， 但 若 用 极 坐 标 表 示 则 为 r=ae”, Ri 
便 得 多 (参见 11. 14 节 ) 。 

A. MASA HABE ARR COLA 11-21). 

首先 确定 焦点 和 准 线 ， 按 阿波 罗 尼 奥 斯 定 义 ， 有 

FA=r cos Y | 
r 


PB= 
FA+PB=FC 
tr cos 6= FC 


r(1+ecos 6) =eFC =FD =p 
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因此 有 

” 1 十 ecosg 
这 里 当 e 比 1 小 时 ， ARs 随 着 e 的 增 大 ， 
椭圆 变 平 ， 当 e==1 时 ， MAMMA; 而 当 elk 


1 大 时 ， 则 变 为 双 曲 线 。 
这 种 变化 ， 如 图 11-22 所 示 。 





图 11-21 





11.12 正弦 定理 和 余弦 定理 


当 三 角形 的 边 一 角 一 边 确定 了 时 ， 此 三 角形 就 完全 确定 了 ， 因 此 第 
三 个 边 也 被 确定 (参见 5.5 节 )。 虽 然 这 是 立刻 就 能 明日 的 ， 但 还 不 知 
道 第 三 边 边 长 的 计算 方法 。 

利用 余弦 可 推出 此 计算 公式 。 

由 于 正弦 或 余弦 是 处 在 直角 三 角形 下 得 出 的 ， 故 应 将 三 角形 一 分 为 
二 成 为 两 个 直角 三 角形 OLA 11-23), 

为 此 由 A 向 BC 引 垂 线 AD， 则 有 

AD=b sin C 

CD=b cos C 

BD=a—CD=a-—b cos C 

c* = AD’ + BD? = (b sin C)’ + (a— b cos O?’ 

将 (sin O’ 写作 sin’C, ERMER 
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c’ =b sin’ C+ a? —2abcosC+b’ cos’ C 
=a’ +b’ (si C+cos’C) —2abcosC 
=a’ +b’ —2abcosC 

删除 中 间 过 程 ， 仅 取 最 初 和 最 终 两 式 ， 
则 有 
ce =a’ +b’ —2ab cosC 
c= Ja’ +B —2ab cos C 
WARAR KE. AAA, RAS a, C, OW. DER 
把 三 角形 作出 来 ， 也 能 算出 第 三 边 的 大 小 。 

根据 这 个 定理 ， 可知 者 a, 5 一 定 ， 则 随 着 CBA, 是 如 何 变化 
的 。 即 若 CAK, W cos CB), 

# cos C 变 小 ， 一 2cp cos C 的 绝对 值 也 变 小 9， 而 a? +b’ —2cb cos 
C 则 变 大 ， 故 c= Ya’ 十 外 一 2ab cos C 就 增 大 了 。 也 就 是 说 ， 由 于 C 增 
大 的 结果 ，c 也 随 着 增 大 了 CHA 11-24), 


图 11-24 
现在 使 用 余弦 定理 作 一 个 计算 。 即 已 知 三 角形 的 两 个 边 为 3 HS, 


Je fA 60°, RBH CA 11-25), 
计算 为 


/a’ +b’ —2ab cos 60° = 3+8 —2X3X8X > 


= V49 =7 
BERE, #C=90, WA cos90°=0, X 
e =a +b — 2abX0 =a +h’ 
这 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 因 此 ， 知 道 了 余弦 定理 ， 也 图 11-25 
束 知 道 了 其 中 包含 的 毕 达 哥 拉 其 定理。 当初 为 了 证 明 








D 原文 为 “一 2a6 cos C 增 大 ”不 易 理解 ， 改 为 绝对 值 变 小 为 好 。 一 一 译 者 注 
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余 束 定理 利用 过 上 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 然 而 现在 使 它 更 一 般 化 了 、 扩 展 了 ， 
成 为 一 个 包含 从 前 的 定理 在 内 的 视野 广 阅 的 定理 ， 这 是 在 数学 中 经 常 采 
用 的 方法 。 | 
TSRRZEAHEFTNAEREH, VERZ 
角形 的 顶 角 与 对 边 之 间 的 关系 。 如 图 11 -26 所 示 。 D 
过 三 角形 ABC 的 三 个 顶点 作 圆 ， 令 通过 C 点 的 该 | 
Bl #4424 CD, CD=2R, j 
根据 圆周 角 不 变 和 定理 (参见 6.4 10, WAAS. 
ZBDC, ZCBD 为 直角 ， 故 
a=2R sin A 





—=2R 
由 于 对 任何 角 都 成 立 ， 故 有 

a 0 R 

snA sinB sinC 
即 三 角形 的 边 与 对 角 之 正 骇 成 正比 ， 这 就 是 正弦 定理 。 

当 三 角形 的 三 个 角 均 小 于 直角 时 ， 由 于 香 角 大 则 此 角 的 正弦 也 大 ， 
故 大 角 对 大 边 . 这 是 刚 学 过 不 久 的 定理 (345.187) 

利用 正弦 定理 ， 知 道 了 角 一 边 一 角 的 数值 ， 就 能 求 出 其 他 边 的 大 
ho AM, EMELB-a- LC 的 话 ， 可 先 算出 人 A 二 180 一 人 人 B 一 
LC, HH 


a b C 


nn Ą——— OO 








可 求 出 

_asinbBb asin’ 

~ sinA’ “ sin A 

| 这 样 ， 利 用 正弦 和 余弦 定理 ， 不 必 实 际 绘 出 三 角形 ， 仅 据 计 算 就 能 
知道 得 求 的 边 或 角 的 大 小 ， 这 就 是 三 角 测 量 的 基础 。 


11.13 海伦 公式 


诗人 兼 农业 技师 宫 泽 贤 治 曾 给 一 位 朋友 写 了 下 面 这 样 一 封 信 。 这 位 


b 
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朋友 因为 有 病 不 能 干 体力 活 ， 想 从 事 不 费 体 力 的 工作 ， 又 苦于 没有 合适 
的 ， 而 曾 同 他 商谈 过 。 宫 泽 写 道 ， 

最 近 有 机 会 看 到 了 在 外 国 进行 的 勘测 工作 。 那 是 一 种 拥有 对 数 表 、 
计算 不 、 各 种 数 表 等 ， 受 理 各 种 计算 的 职业 

目前 由 于 要 确定 施肥 量 等 问题 ,测量 耕地 面积 大 小 非常 流行 。 为 
此 ， 关 把 土地 分 成 一 些 简单 的 三 角形 ， 测 出 其 三 个 边 长 ， 然 后 再 按 公式 

j ZW) 

求 出 各 三 角形 的 面积 就 行 。 因 为 每 块 田地 都 可 这 样 来 算 ， 一 个 村 庄 何 止 
千 百 块 田地 要 这 样 来 算 ， 你 奇 从 事 这 种 工作 如 何 呢 ?” 

这 封 信 中 给 出 的 公式 是 测 知 三 角形 的 三 个 边 长 ， 电 此 而 计算 出 面积 
的 公式 。 这 就 是 从 前 叫做 海伦 公式 的 那个 公式 。 海伦 是 中 今 2000 年 前 
住 在 亚历山大 的 学 者 兼 测量 师 。 

为 了 导出 海伦 公式 ， 要 稍 作 推 导 ， 如 图 11-27 所 示 ， 


二 角形 的 面积 = bd =a) sin C 

这 里 sinC 可 从 sos 

sinC= /1—cos*C 
HH RIER TE cos C= 
A s= are 





CIO RAERA 





一 一 一 ， 就 可 得 出 


menu ATTE 图 11-27 

为 测量 形状 复杂 的 土地 的 面积 ， 可 将 其 分 成 适当 的 三 角形 ， 逐 个 计 
算 这 些 三 角形 的 面积 ， 然 后 再 把 它们 加 起 来 ， 使 用 海伦 公式 计算 三 角形 
面积 是 最 方便 的 。 一 般 测量 人 员 是 引 三 角形 的 垂 线 ， 然 后 按 公 式 

面积 二 kX Pi 


O, ARRIBA AMBIENT» VENS. 
例如 图 11-28 所 示 三 角形 的 面积 


:一 地 (13 十 14 十 15) =21 
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s-a=21-13=8 

s-b=21-14=7 

s—c=21—-15=6 

s= YVsts- a) s—b) Gs— 0) = S21 XB X7X6 =84 EFK) 

引 垂 线 是 幼稚 的 方法 ， 易 出 误差 ， 若 被 有 意 加 
以 利用 ， 就 会 在 土地 的 盏 数 上 产生 欺骗 行为 。 

从 事 土地 买卖 的 人 如 果 不 清楚 地 了 解 这 一 点 ， 
就 会 上 大 当 。 还 是 不 要 听任 测量 人 员 的 摆布 ， 自 己 
拿 着 卷 尺 去 实际 量 一 量 比 较 安 全 可 靠 。 

不 论 对 目 己 所 有 的 土地 或 租借 的 土地 ， 都 可 用 卷 
尺 测 测 ， 按 海伦 公式 算 算 ， 也 许 还 会 发 现 一 些 错 处 . Bm 11-28 
不 定 还 可 以 了 解 到 自己 多 花 了 许多 不 应 花 的 税金 或 土 
地 费 。 

由 此 可 见 ， 对 于 海伦 公式 是 马虎 不 得 的 。 


11.14 永远 曲线 


欧洲 的 文艺 复兴 时 期 天 才 辈 出 。 他 们 并 JE 
非 只 专 一 技 之 长 ， 而 是 多 才 多 艺 的 。 特 别 是 
有 像 列 奥 纳 多 。 达 。 芬 奇 这 样 的 人 ， 不 但 是 
画家 、 科 学 家 、 建 筑 家 ,而且 叉 是 土木 工程 ”图 11-29 杜 瑞 的 自画像 
师 。 同 时 代 的 德国 画家 杜 瑞 ( 见 图 11 - 29) 

也 是 这 样 的 天 才 之 一 。 

他 从 透视 图 和 远近 法 开始 ， 进 行 科学 的 一 个 分 支 研 究 ， 是 一 位 卓越 的 
几何 学 家 。 他 还 不 仅仅 研究 了 直线 和 圆 。 在 他 研究 的 螺旋 线 中 ， 他 给 起 了 
“永远 曲线 ”这 样 的 名 字 。 这 就 是 今天 称 为 “对 数 螺 旋 线 ”的 一 种 螺旋 线 。 

如 果 有 人 按 一 定 的 坡度 登 一 座 圆锥 形 的 山 ， 这 时 登 
山道 就 变 成 如 图 11- 30 所 示 的 螺旋 线 状 。 可 从 飞机 上 依 
视 这 条 登山 道 ， 看 看 它 变 成 何 种 曲线 ? ) 

首先 ， 从 山顶 上 作出 的 放射 线 总 是 按 一 定 角度 相 让 11-30 








交 ， 这 是 已 知 的 。 
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按 这 种 方式 作出 的 螺旋 线 就 是 杜 瑞 所 说 的 “永远 曲线 ”， 现 在 叫做 


对 数 螺旋 线 ( 见 图 11-31), 





11- 31 


这 种 对 数 螺 旋 线 在 自然 界 多 有 所 见 。 例 如 ， 螺 〈 见 图 11- 32) WN 


壳 上 的 线 况 及 在 已 结 籽 的 向 日 缆 上 也 可 看 到 。 

可 以 认为 这 条 曲线 具有 无 限 延 长 的 量 ， 也 许 
这 就 是 杜 瑞 把 它 叫 做 永远 曲线 的 道理 有 吧 。 确 实 ， 
不 但 在 螺 这 样 小 的 东西 中 ， 在 直径 10 万 光 年 这 样 
大 的 星云 ( 见 图 11 - 33) 中 也 呈现 出 这 种 曲线 


形状 。 


莱 布 尼 获 的 学 生 ， 即 对 微 积分 作出 了 伟大 贡 





献 的 雅 各 布 。 伯 努 利 ， 非 党 喜欢 这 种 对 数 螺旋 


线 。 临 死 前 曾 留 下 遗言 ， 要 在 他 自己 的 墓碑 
EA EXIT BER A “Eadem resurgo” 这 
句 话 ， 表 明了 他 “不 论 有 多 大 变化 ， 我 按 原 
样 复活 ”的 本 意 。 

这 可 能 是 因为 对 数 螺 旋 线 不 论 按 原样 放 
大 或 缩小 ， 都 能 和 原 曲 线 重合 的 道理 吧 。 

把 这 种 螺旋 线 进行 相似 地 放大 ， 就 是 让 
其 按 一 定 的 角度 旋转 ， 故 能 与 原 图 形 重合 。 

可 是 据说 石匠 因为 不 懂 数 学 ， 没 能 实现 
伯 努 利 特意 留 下 的 遗言 。 石 区 刻 上 去 的 不 是 
对 数 螺旋 线 而 是 阿 基 米 德 螺旋 线 。 阿 基 米 德 





306 | 第 11 章 伸缩 与 旋转 


螺旋 线 虽然 也 叫 螺 旋 线 ， 但 实际 上 与 对 数 螺 旋 线 是 不 同 的 。 例 如 ， 由 定 
速 旋转 的 唱片 中 心 令 唱 针 按 和 定 速 退出 ， 则 针脚 所 画 出 的 曲线 就 是 阿 基 米 
PER (ME 11-34). 





图 11-34 
Mx KERR” WEA FRA 8 仅 增 
加 一 定 的 大 小 ， 而 离 原 点 的 距离 7 则 按 一 定 倍率 
增长 〈 见 图 11-35) 。 
因此 ,7 与 6 的 关系 〈 见 表 11-5) 可 以 写成 
FX: 


r=ca? 








11.15 KH AR 


现在 把 永远 曲线 用 复数 表示 。 把 z= 二 z 十 iy 叫做 复数 ， 这 对 于 连续 
复 利 法 也 适用 。 
首先 只 考虑 z 为 正 的 情形 。 
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ah, (142) 的 大 小 ， 即 其 绝对 值 可 以 这 样 求 〈 见 图 11 - 36)， 
84222), term w 

(HER) | weit Flim (142) =e 辐 
角 则 趋 近 于 yO, 

因此 

lim (1 + = 二】 Í =e* (cosy + i siny) 

MAMAR, Be We MA, BN 

ev =e" ( cosy + isiny) 

AHH, PRII MRX an, 14 
辐 角 由 图 11-37 可 知 有 









EE: 
1142 | 14 

n n 

所 以 ， +=)" 的 辐 角 na 为 


y 
144 | i++ 
fi n 





四 ”此 结论 的 证 明 ， 锡 本 书 末 附 录 “11. 15 PREM”, 
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limna= y 
因此 ， | 
im(1+) 的 绝对 值 为 e， 辐 角 为 y( 见 图 11-38) 。 这 样 的 一 点 
就 是 
er cos y+ ie” sin y=e*(cosy + i siny) 
当 lim(1 + =) 为 实数 时 ， 可 用 。 
RR: 


er =e" =e*(cosy ti siny) 

HR Y 20, y=0 8, A 图 11-38 

e’=cosd+i sing 

这 就 是 在 数学 公式 中 ， 颇 为 有 名 的 欧 拉 公 式 。 它 在 数学 中 ， 是 最 为 
令 人 惊奇 的 公式 之 一 。 





11.16 加 法 定理 


当 两 个 复数 的 绝对 值 均 为 1， 辐 角 分 别 为 c 和 有 8 时 ， 即 为 cos a 十 isin 
a, cos +i sin8 时， 其 乘积 的 绝对 值 仍 为 1， 而 辐 角 则 为 a 十 8 (参见 7. 6 
节 )， 这 样 的 数 就 是 cos(a 十 局 十 i sin(a 十 8)， 即 有 下 式 成 立 : 

cos(a + PB) + isin€a + P= (cosa + isina) (cos8+ ising) 

将 右边 展开 ， 则 有 

(cosacosf — sinasinß) + 1(sinacosf -+ cosasing) 
在 这 里 将 带 i 的 项 、 不 带 i 的 项 加 以 比较 可 知 

costa + 8) = cosacosf — sinasinß 

sin(a + ß =sinacosf8 + cosasinß 
这 就 是 正弦 和 余弦 的 加 法 定理 ， 它 表示 两 个 变数 A B 相 加 时 正弦 和 余 
oe on ZEAL, CLP 11-39), 

上 式 两 边 可 用 欧 拉 公式 改写 成 

ed 一 ei 。 i? 


即 所 请 将 变数 的 加 法 运算 变 成 函数 的 乘法 运算 ， 这 也 是 指数 函数 的 基本 
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性 质 。 

总 之 ， 复数 中 的 一 个 等 式 e"? =e + el? 相当 于 
实数 的 两 个 等 式 ， 即 | 

costa + ® =cos a cos B— sina sin ß 

sinta + A) =sina cos B+ cos e sin ß 

指数 函数 e 最 初 是 从 反复 进行 乘法 运算 中 产生 W 11-39 
的 ， 主 要 与 复 利 有 密切 的 关系 。 然 而 ， 它 和 图 形 却 
没有 什么 关系 。 

男 一 方面 ，cos 0 和 sin 6 却 是 从 图 形 的 研究 中 产生 的 ， 而 与 所 谓 复 
利 没 有 什么 关系 。 

可 是 ， 现 在 根据 欧 拉 公 式 已 经 可 将 指数 函数 和 三 角 函 数 联系 起 来 。 
这 实在 是 一 种 奇妙 的 结合 ! 结合 的 媒介 是 虚数 i 二 V 一 1。 它 最 早 是 菜 布 
尼 蒋 为 “先天 不 是 的 数 ” 所 起 的 名 字 ， 而 今 它 把 存在 于 完全 不 同 的 世界 
中 的 两 种 随 数 联系 了 起 来 。 

当 我 们 解 三 次 方程 时 ， 会 感到 实数 的 世界 太 狭 窗 了 ， 必 须 把 数 扩大 
到 复数 的 领域 ( 见 第 7 章 )。 这 也 就 是 利用 虚数 把 指数 函数 和 三 角子 数 
结合 为 一 个 统一 体 。 

这 个 事实 告诉 我 们 ， 数 学 的 进步 ， 关 键 是 要 依靠 知识 的 综合 应 用 ， 
而 不 能 仅 舍 单干 。 这 好 比 站 得 高 看 得 远 : 从 飞机 上 比 从 高 山上 更 能 一 望 
无 际 ， 而 从 人 造 卫 星 上 则 可 腑 望 整个 地 球 。 

用 一 种 原理 把 完全 不 同 的 事实 统一 起 来 ， 这 充分 显示 了 数学 的 
威力 。 
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12.1 望远镜 和 显微镜 


1609 年 的 秋天 ， 意 大 利 帕 多 瓦 大 学 教授 伽利略 ( 见 图 12 -1) 用 自 
己 制 作 的 30 倍 望 远 镜 观察 了 月 亮 。 他 的 惊人 的 发 现 记载 在 他 第 二 年 出 
版 的 著作 《星际 使 者 》 中 。 书 中 写 道 : 

“远离 我 们 约 有 60 们 地 球 半 径 之 还 的 月 
亮 ， 现 在 好 像 离 我 们 只 有 约 2 倍 地 球 半径 的 
距离 了 。 看 上 去 ， 真 是 美 极 了 ! 它 比 肉眼 所 
见 的 直径 要 大 到 30 倍 ， 表 面积 成 为 900 #, 
而 体积 则 为 27000 倍 。 这 样 观察 到 的 月 球 表 
面 并 不 是 那么 光滑 平整 的 ， 而 是 同 地 球 一 样 
有 着 高 山 和 深谷 ， 并 有 断层 的 构造 。” 

这 就 是 人 类 历史 上 不 可 忘怀 的 一 瞬间 。 

一 位 访问 过 晚年 的 伽利略 的 英国 诗 你 图 12-1 QUINA 
SR (1608—1674) 这样 写 道 ， 

“从 那里 一 一 拨 开 云 老 和 闪烁 的 群星 -一 他 看 到 了 另 一 个 光辉 星球 
的 土地 ， 山 顶 上 松柏 常 青 的 神仙 的 乐园 ， 就 像 是 佑 利 略 用 望远镜 从 月 球 
上 所 看 到 的 那 种 想象 的 土地 。”( 弥 尔 顿 《 失 乐 园 》) 

从 那 一 瞬间 开始 ， 一 直 主 宁 人 们 的 亚 里 士 多 德 的 有 限 字 宙 观 开始 受 
到 了 致命 的 打击 ， 取 而 代 之 的 是 无 限 宇宙 观 。 

旧 的 宇 害 观 的 维护 者 们 ， 在 初期 极力 要 抹 繁 这 一 事实 。 尽 管 伽 利 路 
请 他 们 试用 望远镜 来 探查 一 番 ， 但 他 们 连 听 都 不 要 听 。 更 有 其 者 ， 当 这 
种 抹 化 的 企图 失败 时 ， 他 们 又 利用 宗教 统治 权力 进行 镇 压 ， 判 决 伽利略 
有 罪 ， 把 他 的 书 作为 禁书 查封 了 200 多 年 ， 直 到 1835 年 才 解 禁 。 

如 果 说 望远镜 给 了 陈旧 的 宇宙 观 以 第 一 次 打击 的 话 ， 那 么 紧 跟 着 显 
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微 镜 又 给 予 它 第 二 次 打击 。 

望远镜 打开 了 无 限 大 的 世界 的 大 门 ， 而 稍 后 出 现 的 显微镜 ， 则 开辟 
了 观察 无 限 小 的 世界 之 路 。 

荷兰 业余 科学 爱好 者 列 文 虎 可 (1632—1723) 用 显微镜 来 观察 了 随 
手 磁 到 的 东西 ， 当 观察 水 池 边 上 的 水 滴 时 ， 他 获得 了 像 当 年 伽利略 用 望 
远 镜 探查 月 亮 时 那样 的 惊人 发 现 。 在 水 滴 中 充满 了 一 些 想象 不 到 的 小 动 
物 。 就 这 样 ， 他 发 现 了 原生 动物 。 

听 到 列 文 虎 可 的 发 现 的 菜 布 尼 蒋 写 道 : 

“由 此 可 知 ， 即 使 在 物质 的 最 小 部 分 中 ， 也 充满 了 生命 的 活力 。 物 
质 的 各 个 部 分 就 像 是 长 满 了 植物 的 庭院 或 充满 了 鱼 的 池塘 。 而 这 些 植物 
的 枝叶 、 动 物 的 手足 、 一 滴 滴 的 水 滴 等 ， 就 构成 了 所 谓 庭院 或 者 池塘 。” 

由 于 开辟 了 新 的 通 向 无 限 小 的 道路 ， 人 们 的 思路 拓宽 了 。 

帕斯卡 对 无 限 大 和 无 限 小 这 两 个 无 限 作 了 下 列 说 明 : 

“这 就 是 大 自然 安排 在 这 些 事情 当中 的 值得 惊 双 的 关系 。 这 种 关系 
是 大 自然 为 了 让 人 们 园 双 而 不 是 去 想象 所 提出 来 的 两 个 无 限 。 最 后 还 村 
指出 ， 为 了 结束 这 个 考察 ， 我 可 以 说 这 两 个 无 限 不 同 于 一 般 的 无 限 ， 马 
们 附加 有 这 样 一 层 关系 ， 即 对 一 方 的 认识 必然 会 导致 对 另 一 方 的 认识 。 
例如 拿 数 来 说 ， 从 能 够 使 数 不 断 增加 这 一 事实 能 够 无 条 件 地 导致 使 数 不 
断 减 少 。 这 是 很 明显 的 ， 因 为 如 果 人 能 够 把 某 数 乘 以 10 万 倍 的 话 ， 也 
就 同样 能 够 把 这 个 数 拿 来 用 除法 得 到 其 10 万 分 之 一 。 

从 这 两 个 无 限 出 发 ， 人 们 创造 了 科学 研究 的 新 手段 一 一 微 积分 学 . 


12.2 BEN iis 


EL SEE PE 8 EA RNE, amie 
用 的 则 不 是 物质 的 显微镜 ， 而 是 思考 的 显微镜 。 

首先 试用 这 种 思考 的 显微镜 来 研究 一 下 函数 
A Am, Ei 附近 如 何 变 化 〈 见 图 12- 

2) 。 先 将 此 曲线 的 一 部 分 放大 10 倍 ， 众 所 周知 ， 这 
部 分 曲线 近似 于 直线 。 进 而 若 再 将 这 部 分 曲线 放大 
100 倍 ， 毫 无 疑问 它 和 直线 就 没有 什么 区 别 了 《〈 昂 
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图 12-3)。 

对 于 我 们 来 说 ， 感 觉 到 地 球 是 圆 的 是 困 
难 的 ， 同 样 ， 住 在 抛物 线 附 近 的 小 动物 也 会 
对 抛物 线 的 弯曲 毫 无 感觉 ， 而 把 曲线 的 一 部 
分 当成 直线 。 

与 此 类 似 ， 把 显微镜 的 倍率 逐步 增 大 ， 
例如 达到 200 万 倍 电子 显微镜 的 程度 ， 使 用 
它 来 观察 这 种 抛物 线 和 直线 ， 二 者 是 一 点 差别 也 没有 的 。 

虽然 迄今 尚未 作出 比 这 更 高 倍率 的 物质 显微镜 ， 但 可 以 认为 数学 家 
掌握 的 这 种 思考 的 显微镜 具有 高 得 多 的 倍数 ， 也 就 是 说 数学 家 的 这 种 显 
微 镜 具 有 无 限 大 的 倍率 。 

可 是 不 论 哪 种 显微镜 ， 部 是 倍率 愈 大 ， 所 观察 的 部 分 ， 即 视野 僵 狭 
小 。 总 之 ， 由 于 信和 率 增 大 ,视野 必然 变 小 。 

因此 ， 大 致 上 可 以 说 ， 这 种 思考 的 武器 就 是 倍率 无 限 大 ， 视 野 无 限 
小 的 显微镜 。 

受到 菜 布 尼 芯 的 工作 所 启发 的 一 位 微 积 分 学 者 一 一 约 坦 。 HBA 
(1667—1748) 把 这 件 事 公 式 化 地 描写 为 : 

“所 有 的 曲线 都 是 由 无 限 多 个 无 限 小 的 直线 构成 的 。” 

虽然 当今 的 数学 家 们 已 经 想 出 了 一 些 不 符合 这 个 公式 的 奇妙 的 曲 
线 ， 然 而 任何 一 条 非常 光滑 的 曲线 确实 是 符合 这 一 公式 的 。 

下 面 就 利用 这 种 显微镜 来 观察 一 下 式 f(x) = 如 何 变化 。 首 先 考 
B 10 倍率 情形 。 

M c=1 点 向 右 移动 0.1 时 曲线 会 怎样 变化 呢 ? 此 时 对 应 于 工 的 增 
量 0. 1, f(z) 的 增 量 为 

| (1+0.9°’—-17°’=1+2xX0.1+(0.)?—-1=2X0.1+(0.19° 
其 斜率 为 


2X0.1+(0. 1)? 
0.1 


Hm A 4 X A 100, MY zx M 13141 0.01 AY, y H 1 #8] 
(1+0.0D?, BEN 
(1+0. 01)? —1?=2X0. 01+ 0. 01)? 





Al 12-3 


二 2 十 0. 1 二 2.1 


314 | 第 12 章 分 析 的 方法 一 一 微分 


12.3 m > 


将 上 述 计算 化 为 一 般 形 式 ， 则 有 
im tr Few) 
尽管 也 有 此 值 不 存在 的 情况 ， 但 若 极 限 值 存在 时 ， 就 叫做 E x 点 
的 导数 。 

下 面 把 其 表示 符号 稍微 改变 一 下 。 

将 工 的 变化 量 疡 写 为 Az，A4Az 是 zz 的 微小 变化 量 ， 并 不 是 AXz 之 
意 ， 它 和 天 一 样 可 看 成 是 一 个 字母 。 同 样 ， 将 fee RA) 


—f(DBRA Sa), WA 


u ro mets E, y 


lim A A f(a) _ _df(z) 
Azo A Xx de 


利用 这 个 符号 ， 可 将 上 述 结果 表示 为 


dat) _ 
dx 


这 里 必须 注意 的 是 ， 之 的 导数 2z 也 是 x WRK. dik, ar 
称 为 f(z) HIRION FR. 
还 有 一 点 要 注意 的 是 ， DE yep dfa) tdr 的 意思 。 在 这 里 不 论 


en 


dfaR de, ERA A AR mare, A 
不 应 把 分 母 和 分 子 分 离开 。 举 例 来 说 ， 这 就 和 一 个 “ 岩 ” 字 中 不 可 把 


O 这 里 所 说 的 微分 实际 上 指 的 是 导数 。 设 有 函数 y 二 f(z)， 则 函数 的 微分 dy 与 导 
(E) 数 了 (xz) 的 关系 为 dy 二 (x) dz。 一般 来 说 ， 称 函数 “可 导 ” 与 “可 微 ”， 
二 者 的 含意 是 一 致 的 ， 因 此 常常 把 函数 的 求 导 方法 称 做 微分 法 。 一 一 译 者 注 
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“ 山 ” 与 “ 石 ” 字 分 开 是 一 样 的 道理 。 
TERNA- ERE, 


首先 将 4Ay 除 以 Az， 然 后 求 其 极限 。 即 先进 行 二 ， 再 取 其 lim, 

如 有 果 将 此 二 计算 步 又 变更 一 下 ， 先 取 lim， 然 后 进行 除 又 会 怎样 呢 ? 
如 果 这 样 的 话 ， 则 有 limA zx 一 0， jim A y 一 0， 要 是 再 进行 二 的 话 ， 就 会 
产生 0 二 0 而 没有 意义 。 

以 上 反复 例 举 的 事实 次 明 ， 若 将 计算 的 两 个 步骤 颠倒 ， 就 会 得 出 错 
误 的 结果 。 这 就 好 像 把 开 钱 柜 的 钥匙 反 拧 ， 就 会 打 不 开 柜 一 样 (参见 
4.2 节 )。 


因此 ， 只 有 按 十 和 lim 的 顺序 进行 ， 虹 才 有 确定 什 ， 也 就 是 说 、 走 


lim 一 二 之 路 不 通 ， 而 选择 二 一 lim RAMS AL CLA 12-6). 


人 们 从 前 曾 围 绕 着 这 个 问题 有 过 反复 的 争 
论 ， 一 直到 柯 西 给 极限 下 了 正确 的 定义 为 止 。 

在 微分 学 的 创始 人 之 一 牛顿 的 说 明 中 ， 也 
存在 被 反对 者 批判 的 目标 。 

牛顿 曾 这 样 来 计算 y 一 x" 的 导数 ， 

“将 称 作 工 的 量 改 变 为 z 十 O 时 ，xz" 变 为 疼 12-6 


(xz 十 0)*， 将 后 者 展开 则 为 xz "+n Orr? + m MO Ort? ba, 3K 





E, Y E OM nOxz™ + Do Oz + CHR 1 
比 nar + AD Orto ARMOSFOR, BAHRIK 
由 于 这 里 的 O 最 初 不 作为 0， 最 后 才 令 其 为 0， 因 而 难怪 在 当时 人 


们 的 心 昌 中 ， 认 为 是 一 种 骗 人 的 把 戏 ， 特别 是 使 用 了 与 0 相似 的 符号 
O， 也 许 更 增加 了 人 们 的 疑惑 。 
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尖锐 地 指出 这 个 缺点 并 给 予 强 烈 择 击 的 是 哲学 家 兼 僧 正 巴巴 克 莱 
(1685 一 1753) 。 他 作 了 如 下 的 揭露 : 

“这 种 说 法 是 不 正确 和 不 完全 的 。 因 为 增 量 已 经 消失 了 ， 即 增 量 变 
成 了 0， 而 所 讨论 的 问题 是 要 有 一 定 的 增 量 。 由 于 破坏 了 这 一 假定 的 前 
提 条 件 ， 也 就 得 不 出 由 此 假定 引出 的 结论 各 公式。 如 果 假 定 增 量 不 存在 
的 话 ， 那 么 所 有 假定 它 存在 时 得 到 的 结果 ,包括 比 例 和 和 公式 也 全 都 不 存 
在 了 。” | 

巴克 菜 僧 正 对 牛顿 攻击 ， 其 目的 是 为 宗教 辩护 。 数 学 家 说 宗教 是 不 
可 理解 的 ， 因 为 数学 家 认为 在 绝对 正确 的 数学 中 不 存在 这 种 不 可 理解 
之 处 。 

常言 道 ， 攻 击 是 最 好 的 防御 ， 故 而 巴克 芋 停 止 了 为 宗教 的 辩护 ， 
转 而 向 数学 发 起 尖锐 的 攻击 。“ 如 果 说 宗教 不 合理 ， 难 道 数 学 就 合 
理 吗 ?” 


12.4 流量 和 流 率 


一 切 都 随时 间 而 变化 ， 从 这 个 观点 出 发 研究 微分 的 是 牛顿 。 他 在 
《曲线 求 积 术 》(1704) 这 篇 论文 中 首次 这 样 写 道 : 

“在 这 里 数学 的 量 不 考虑 由 极 小 部 分 组 成 的 东西 ， 而 是 考虑 用 连续 
的 运动 所 表达 的 内 容 。 例 如 ， 线 不 是 由 各 部 分 连接 作出 来 的 ， 而 是 由 点 
的 连续 运动 作出 来 的 。 面 是 由 线 的 运动 、 立 体 是 由 面 的 运动 、 角 是 由 这 
的 转动 、 时 间 是 由 连续 的 流动 而 形成 的 。 这 些 都 是 存在 于 自然 界 的 事 
实 ， 每 天 在 物体 的 运动 中 都 可 见 到 。 因 此 ， 从 前 的 人 们 总 是 讲 ， 长 方形 
可 由 治 固定 的 线段 ， 平 行 移动 另 一 线段 来 作出 。” 

所 谓 从 时 间 变 化 中 看 待 这 一 切 的 考虑 方法 ， 就 是 此 文 的 要 点 。 

对 此 ， 和 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 有 分 歧 。 上 文中 “数学 的 量 不 考虑 由 极 小 部 
分 组 成 的 东西 >， 就 是 对 菜 布 尼 茨 的 所 谓 数 量 总 可 以 分 割 成 无 限 小 的 考 
虑 方法 的 批评 。 与 莱 布 尼 芯 从 空间 来 考虑 相对 应 ， 和 牛顿 是 从 时 间 来 考 
BN. 


O 管理 佛教 僧尼 事务 的 僧 官 名 ， 有 大 僧 正 、 僧 正 、 权 僧 正 等 。 一 一 译 者 注 
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fath- fle) ee el 
h h h 


这 里 车 将 < 一 展开 为 无 穷 级 数 ， 则 有 


a (4+44+54-)-1 
el 1 2} fF LL A, 

h h 11721731 
e* —]1 


m es MO z 
EARJE, GIA > ppr RT He =1+ 





h Wh 
Tita tat WML, MH 


h 
SE — 





>l 


e—1 


这 里 车 接近 于 0， 则 左边 的 e。 将 接近 于 1， 因 此 中 间 项 一 一 也 必 趋 于 
1， 即 





h 
lim e— l] 
iO 


如 图 12-7 所 示 ， 由 x=0 点 向 曲线 的 右 侧 引 切线 ， 其 斜率 为 1， 即 与 Z 














轴 成 45 角 。 
左边 的 切线 有 y 
et-e_e*-1_le*_ >. e*—1 
Zh —h h e h 
这 里 若 刀 趋 近 于 0， 则 e-* 趋 近 于 1， 二 也 趋 近 于 
1， 因 此 ， 乘 积 
>. = 一 图 12-7 


趋 于 1 说 明 左边 的 切线 斜率 也 是 1， 也 就 是 说 在 z 一 0 点 的 导数 为 1 CH 
图 12-8)。 由 此 ， 对 一 般 点 的 导数 为 


h A 
ette” e Zle 


h h 


yz, o, BAER, MARKE 求 导 其 函数 不 变 。 


E 





—q 
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PE iA OT FE XT = FA PRK cos x 和 sin z 的 微分 。 y 
如 前 所 述 ， 对 cos x, sin xz 可 用 半径 为 1 的 圆 来 

考虑 。 如 图 12-9 所 示 ， 有 
sintx+Ax)—sinx_ AB AC _ AB 


Ax Ax AB Ax? 
O x 
cos(z+Ax)—-cosxz __ AB BC __AB ing 
Ax Az AB Ax 12-8 


OBA a 逼近 ， 因 此 
cos 4 cos x 
sin Y —=sin x 
AB | 





Ax 1 
因此 ， 有 
i; sin(r+Axz)—-sinz _ 
im ae OS 
图 12-9 
ji cos(r +Az)— wsı  . 
aro Azx o o O a 
由 此 ， 得 出 下 列 公 式 : 
d sinz __ 
一 一 一 cos x 
d cos Lana 
dx 
为 将 cos x Ej sin z 一 起 考虑 ， 可 利用 欧 拉 


公式 

e*=cosz+tisin z 

由 图 12-10 可 见 ， 当 et? 一 er 的 长 
度 与 Az 逐渐 接近 时 ， 其 比 接近 于 1， 并 
且 其 方向 为 相对 于 e* Hit T 90 。 


HrtAx) __ iz 


因而 一 一 一 接近 于 ie”， 用 公式 来 
表示 ， 即 为 
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de" _ iss 
de e 
这 与 把 i 看 作 普通 常数 进行 微分 的 结果 相同 : 


d(cos x +i sin x) =1(cos x +i sin x) 


dx 
coos y Liz —sinz+i cosa 
dosz — sing 


MATA u= Sa) 和 vw 一 gCz) WIRA =S a) 与 


Gog! (a) Mi, BEA Bl OE MERKT 该 如 何 计算 呢 ? 
当 z 从 工 变 到 z 十 Az 时 ，x 变 为 xz 十 Axz，Y 变 为 zw 十 Atv， 即 当 


z>ıTtAz 
时 有 
u—utAu 


X u=>utAv 
w—>(u+Au)(v+Av) 


«BY wv FER lutAu)(vtAvV). HE AGO) 为 
Aw) =(utAudCutAv)—u=AurvturAvtAueAv 


A (uv) _ Aur vtu*AvtAu» Av 
Az Ax 


oa A y 
这 里 当 4z 趋 近 于 0 时， 根据 和 的 极限 等 于 极限 的 和 ， 则 有 


imf[44, ,,4,4u 
lim tutus +, Av) 


— lim 2%, 4 lim „arg, Au 
= lim Fe t him u, lim Av 
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X, 根据 积 的 极限 等 于 极限 的 积 ， WE ATED 


= lim Au, lim v+ lim u ° + lim 22 De + lim SE . limA v 


Ax 

一 二 Lotbu Dr. put, 
所 以 
公式 成 立 。 

无 疑 ， 像 牛顿 、 莱 布 尼 获 这 样 的 微 积 分 学 的 创始 人 是 了 解 这 个 公式 
并 且 使 用 过 它 的 。 然 而 他 们 的 证 明 方法 稍 嫌 不 够 严密 。 

SRA JE REA RAE TT PRR. HC d 来 代替 A, HAA 
PRES. 

“d(xy) 等 于 (z 十 dz)(? 十 dy) 与 zy 之 差 。 即 长 方形 和 与 之 接近 的 长 
方形 的 面积 之 差 。 可 是 

《ZX 十 dz)(y 十 dy) =xy 4 ydz + zdy + drdy , 

去 掉 TY > 剩 下 的 就 是 

ydz 十 zdy 十 dzdy 

但 在 这 里 ，dz，dy ¿5 xz, y 相 比 较为 无 限 小 ， 而 dedy 则 是 与 
zdy fi ydr 相 比 较为 无 限 小 。 因 此 可 忽略 不 计 ， 结 果 为 

(at dx) (y+ dy) — zy =ydx + zdy ” 

在 这 里 ， 忽 略 dzdy 的 理由 不 够 严格 。 然 而 牛顿 对 此 有 更 巧妙 的 
论证 : 

“ 设 长 方形 的 面积 为 AB， 边 长 为 丸和 已 ， 当 分 别 减 少 一 个 很 小 的 增 
量 广 c 和 -0 mM, A-Za5B-—bZM, 等 于 AB-—aB- A+ 
Labs 如果 使 A 和 有 B 分 别 增加 十 a 和 二 5， 则 Atlas ut oz 


AB 十 亡 aB 十 亡 6A 十 并 ab。 以 上 表示 两 个 长 方形 的 面积 。 将 后 者 减 去 前 


者 ， 得 aB 十 5A。 因 此 可 以 说 ， 若 长 方形 的 每 边 分 别 增 加 a 和 656， 则 长 
方形 的 面积 增 量 为 aB 十 bA。” 
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ARR, POURS, Math, Hob WHT. 


(A Bee BIEBER Bt, HAMACA: Er 
的 场合 就 行 不 通 ， 例 如 有 
1 \3 1 \3 J 1, 
(A+ +a) —(A-sa) =3aA +7a 


XS OS ES EEE. 
如 果 有 了 明确 的 极限 定义 ， 那 么 以 上 这 些 技巧 就 全 无 必要 了 。 


12.6 A% HA% 


自然 界 的 种 种 现象 都 直接 或 间接 地 存在 着 复杂 的 因果 关系 。 

例如 达尔 文 的 《物种 起 源 》 中 有 这 样 的 例子 : 英国 的 紫 云 英 的 繁殖 
依靠 土 蜂 采 花 授 粉 ， 因 此 若 土 蜂 多 ， 紫 云 英 就 多 ， 然 而 土 蜂 的 梨 会 受到 
墅 鼠 破 坏 ， 故 轨 鼠 多 则 土 蜂 少 ， 而 若 猫 增 多 则 野 鼠 就 会 减少 。 在 这 里 有 

猫 一 野 鼠 一 土 蜂 一 紫 云 英 
这 样 的 因果 关系 。 

这 样 的 例子 有 很 多 ， 相 当 于 数学 中 的 函数 关系 。 

图 12-11 所 示 为 三 个 由 传送 带 联接 的 轮子 A, B, C. KERN 





图 12-11 


子 A 的 转角 为 x-，B 的 转角 为 y，C 的 转角 为 >。 

当 A 轮转 动 了 xz 时， 很 明显 将 连带 B 轮转 动 y，y 是 工 ARA, B 
H y= flx). RFE, BHY 时 ， 带动 C 轮转 了 >z， 故 z 又 是 > 的 函 
数 ， 即 z= gly). 

即使 将 召 轮 以 方 框 表示 ，z 为 过 的 某 种 函数 也 是 明显 的 《〈 见 图 12- 12) 。 
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图 12-12 
这 时 z 为 x 的 何 种 函数 呢 ? 令 =OP y y= foe, MM 
有 z= g(f(zx))。 其 中 y 是 z 与 x 的 关系 代替 ，y 起 到 了 一 个 中 继 站 的 
作用 。 即 有 


g(y) fa) y 
2 — yer 

gC f(2)) 
z r 


这 样 把 两 个 函数 gC(y) 和 f(z) 复合 起 来 产生 了 
一 个 新 的 函数 g(f(x))。 

在 我 们 周围 的 自然 界 中 存在 着 无 数 的 量 ， 它们 
之 间 以 各 种 函数 关系 相 联 系 着 。 为 了 表示 这 样 的 因 
果 关 系 ， 常 常 利 用 所 谓 复 合 的 方法 。 

当 给 出 了 两 个 陋 数 y= 二 f(z) 与 z= 二 g(y) 的 图 形 
时 ， 怎 样 求 出 zes FI) HIER? 

可 按 下 述 步 又 来 作出 ， 如 图 12-13 所 示 。 

将 y= 二 f(z) 与 y 一 g(Cz) 画 在 同一 坐标 轴 上 ， 首 
先 对 应 于 上 轴 的 4 点 求 f(z) 值 ， 从 B 点 出 发 作 水 平 线 ， 与 直线 y 一 工 相 
ZFC. $ CAPERS HR y =g oF DA, 过 DD 点 作 水 平 
线 与 直线 AB 相交 于 五 点 。 

因 AE=g(f(&)), W E REHE y=e(fm) EWA. 

照 此 ， 逐 个 作出 各 点 ， 就 得 出 y 一 g(f(x)) 的 图 形 。 


127k A X 






MUS 






A AS 


= 





+ 


o 
+ 


图 12-13 


WR E z 值 按 一 定 方法 求 出 y 值 的 表达 形式 y 王 f(z) 称 为 函数 ， 
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FO. WA 


ry a= f(y) 

ATRURBM, WH y= f(ORRKF MDE, ME HBR, 
例如 为 求 
y=2z’ 

HERA, IRRA 


2 Y 
T2 


r=+,/5 


像 这 样 对 应 同一 个 y， 有 两 个 以 上 的 反 函 数 的 情况 是 很 多 的 。 

上 例 说 明 由 y 求 z ERRARE., KRA 

y= f(z) 

z= f(y) 

就 作 图 来 说 ， 则 不 是 由 xz 求 y( 见 图 12-14)， 而 是 相反 ， 由 y 来 求 
xz (WR 12-15). 

一 般 来 说 ， 因 为 z 轴 和 yy 轴 要 对 换 ， 所 以 图 本 身 是 以 xz 轴 和 yy HR 
角 平 分 线 为 轴 而 对 称 的 。 

根据 以 上 考虑 来 研究 一 下 球 的 体积 Y 与 表面 积 S AMARA (NR 
图 12-16)。 

由 于 体积 和 表面 积 的 直接 关系 还 不 知道 ， 所 以 先 以 球 的 半径 > 为 中 
间 量 来 找 关 系 。 

为 由 S 求 出 V， 可 按 下 列 步骤 计算 ( 兄 图 12-17): 


r-e T 


487 _ SY 
3 (4n)? 3e (4x)? 
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dz 
RË. 
对 此 尽管 还 没有 证 明 ， 但 它 便于 记忆 。 
由 于 这 种 奇效 ， 生 这 个 荣 布 尼 欧 的 符号 儿 百 年 来 一 直 被 使 用 着 。 


如 前 所 述 ，9 的 上 下 两 项 正好 和 “着 ” 字 中 的 “ 山 ” 与 “ 石 ” 字 一 
样 是 不 可 分 割 的 ， 然 而 若 将 “ 岩 ” 按 “山上 的 石 ”来 理解 是 容易 体会 
的 。 照 此 ， 将 9 考虑 为 dy 二 dz， 则 各 种 法 则 也 就 容易 理解 了 。 总 之 ， 


92 就 好 像 是 美丽 的 象形 文字 ， 体 现 了 菜 布 尼 欧 这 种 符号 的 魔力 。 


主张 “换个 方式 来 考虑 ” (参见 4.8 节 ) 的 莱 布 尼 芯 提出 的 符号 或 
公式 在 促进 人 的 思考 方面 有 突出 的 贡献 。 因此， 可 以 说 他 是 把 这 些 推论 
用 公式 来 计算 的 符号 逻辑 学 的 创始 人 。 
反 函 数 的 导数 也 可 以 同样 来 求 ， 
B y= FOME BA c= ey), MA 
dz_limAz_lim 1 __1 _1 
dy Ay “CAY limAy dy 
Ax "Ax dz 
在 这 里 ， 把 径 也 像 分 数 一 样 来 考虑 ， 可 以 写 为 。 现 在 利用 这 个 关系 
dz 





-] 


RD. y 
y=In z 
ERRAK 1. W 
de_ ， 
dy 97 
的 倒数 ， 则 有 
利用 此 式 可 求 函 数 y= 二 x* 的 导数 。 这 里 大 为 非 整 数 ， 一 般 为 正 或 负 
的 实数 。 





1 
x 
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y 一 r? — 2) — ek ins 
dy _ de* Inz , ddn x) — 了 _kinz 1 _ k 1 — 1 
de dllnzx) dz = ke x = ker x = kx 
最 后 ， 得 到 下 列 导数 公式 : 
k 
E pat 
另外 ， 若 对 y 求 导 数 的 话 ， 只 求 
a” = ent = ethe 
的 导数 就 行 : 
dla”) _ de*"* _ dx In a) , de*** 
dx dx dx d(x In a) 


=lna +. e**=lIna»+ aë 
由 此 结果 可 知 ，a’ 的 导数 与 ln a AX. Ak, WII KEN, WA 

92 Sin 10 + 10* 

即 原 函数 要 乘 上 ln10。 然 而 对 于 e 则 就 无 此 种 麻烦 了 。 

由 此 可 以 明白 微分 学 中 常常 采用 er*， 而 不 是 2 或 10* 是 有 道理 的 。 
这 是 由 于 对 EC 进行 微分 运算 极其 简便 的 缘故 。 当 考虑 无限 小 时 ，e== 
2.718… 比 2 或 10 HAAHKA. 

同 理 对 于 sin z, cos zx 也 可 以 这 么 说 。 当 角度 不 是 用 弧度 (rad), 


而 是 用 度 表示 时 ， 因为 1 一 180 gored A 


o_ XK 一 上- 
T 一 180Z rad(=t rad) 


故 


dsinz dt dsinz x 
. 一 一 一 COS t= 


de de de 180 180 
总 是 与 185 这 个 数 相 联系 着 ， 这 是 极其 麻烦 的 。 


像 电 子 计算 机 不 是 用 10 进位 制 而 是 用 2 进位 制 一 样 ， 微 分 学 选用 e 
一 2.718… 为 底 的 指数 ， 选 用 弧度 为 角度 的 单位 ， 这 是 因为 在 估计 微小 
变化 时 ， 此 法 是 很 方便 的 。 


o 
Fon COS T 
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12.9 内 fH 法 
过 去 7 年 间 日 本 的 人 口 情况 如 表 12-1 所 示 。 
表 12-1 


1952 1953 1954 1955 1950 1957 





人 口 确实 是 增加 了 。 但 是 更 重要 的 是 看 看 每 年 的 增加 量 之 间 的 差额 


如 和 何 〈 见 表 12- 2) 。 
R 12-2 


1952 1953 1955 1956 1957 


8670 8800 8910 9006 9091 





可 以 看 出 增加 量 反而 是 减少 的 。 其 差额 如 表 12-3 Bra. 


表 12-3 


1952 1953 1954 1955 1956 1957 





这 样 一 一 作出 这 些 差 额 ， 就 可 以 了 解 人 口 变 化 的 详细 情况 。 在 多 数 
情况 下 ， 应 尽 可 能 找到 简单 的 函数 关系 来 表达 这 种 变化 方式 。 这 就 是 内 
插 法 的 任务 。 简 单 函 数 也 有 各 种 各 样 的 ， 这 里 采用 x 的 多 项 式 来 看 看 。 
所 谓 多 项 式 就 是 仅 有 十 ， 一 ，X ， 二 就 能 计算 的 简单 式 子 。 


330 | 第 12 章 分 析 的 方法 一 微分 


首先 选 常 数 作为 最 简单 的 多 项 式 来 试 试 。 即 通过 图 12- 20 上 的 起 始 
点 a 找 出 最 简单 的 函数 f(a)， 无 疑 这 就 是 以 go (z) =f (a) 为 常数 
来 表示 的 函数 LR 12-21), 


| J(a+44x) 
fla+4x) f(a+34x) f(a+54x) 
f{a+24x) 






f(a) 


a a+dx at2dx a+34x at+4d4x a+54x 


图 12-20 


go(x) 


图 12-21 
然而 ， 虽然 a 点 满足 此 函数 关系 ， 但 是 点 atAz, at2Az, … 却 
不 满足 。 这 可 以 先 求 出 点 a 十 Az 满足 的 函数 关系 ， 然 后 就 容易 了 解 上 


述 “ 不 满足 ”是 怎样 产生 的 。 
HARKE z==a 处 为 f(a)， 则 在 z= 二 a 十 Az 处 为 f(a 十 Ax),， a 


amp TADO 因此 点 xa HMx=atA 2 满足 的 一 
次 函数 应 为 
£1 (x) = Fa) 十 


这 也 是 一 条 直线 ,但 它 与 作为 常数 的 水 平 线 相 比 与 真正 的 函数 更 接近 
( 见 图 12- 22)。 下 面 来 作出 通过 三 点 的 g; C(x)， 计 算 就 相当 麻烦 了 ，。 

这 种 计算 的 关键 在 于 求 函数 的 相 邻 二 者 之 差 ， 可 用 A Rm: 

A f(x)= f(ztA zx)— f(x) 
将 此 步骤 重复 两 次 ， 用 人 来 表示 : 


(1—a) 


flatAxz)- fla) 
Ax 
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(x) 


图 12-22 


A f(x) =ACA f(x) SAC tA x) — f(r)) 
=(flxatAatAxz)—flatAnx))—CflatA x) fr)) 
= f(rzt+2A x)—2flatA x) + fla) 

把 些 式 扩 大 到 一 般 的 ga (TXT) sg (XT), g (1), … 来 看 一 下 o 如 将 

A f(x)= f(zriA zr)— fo) 

BA, WA 
FATAL) Sf HA f(z) 
FCrat2A a= flatAa tA TA) 
=f(x)tA MOFA AGA flx)) 
= f(x) tA fla) +A fla) +A’ f(x) 
= f(x) +2A fla) +A’ f(x) 
f(zt+3A = flr t2ZAxnt+A flat2A 2) 
= f(x) t+2A f(x) +d? f(x) +AC f(a) +24 flo) 
+A? fCxr)) 
= f(a) +2A fla +A’ f(x +A fla) +20’ f(x) 
HA? f(z) 
= f(x) +3A flr) +30? f(x) +A’ f(a) 
这 种 计算 的 方法 与 二 项 式 定 理 相 同 。 此 时 系数 为 1，3A，3A”*，A*， $ 
IFA? 展开 的 结果 相同 。 
一 般 地 ， 有 
flatnd 2)=flat(T)Aa flay+ (5) a fla) te +a" f(a) 
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这 里 着 设 atnAzc=c, W n= 将 nn 代 入 则 有 


£ 








(z-a)(e -a-Ax) 


— 








2 1.2 1.2 1.2» Az? 
z—afx—a La 
(5) == or 1) (FS 2) 
3 1.2.3 | 
_ta—alMx—a—AxdMa—a—2Ax) 
1.2:<3=-Ax* 


将 这 些 式 子 代入 ， 有 





xa (z-a)(z-a-Ax) 
g.(DI=fla)r Az A fla) + E E UC 2 Ar? 
x A? fla) + hen + (2 aaa ln- DAD) qn f (q) 
nt Ax 


A E E IA IA 
成 与 中 间 值 有 关 的 函数 。g,(z) 是 在 把 a，2 十 AZ，…，4 十 (2 一 1])Az， 
a 十 nA 与 f(x) 相符 的 2 次 函数 CRA 12-23). 


a 


a 


图 12-23 
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12. 10 泰勒 级 数 
(rz—a)Af(la) | (r—a)(r—a— Ar) 
gn (a) = fla) +2 1 Ag Tg 7 
AS) +. .十 这 二 ay (a— a DAD Af@ 
n Ax” 


chat? AW AMHR Az 逐步 接近 于 0, 则 AO 一 
flatAz)—fla) mn. , A’ fla) 1... , An f(a) 
=, 赵 近 于 f(a)。 同 理 , 一 趋 近 于 f(a, oo 
趋 近 于 f” (a). 

因此 ， ae 


fla + ED ay + ED ay +o + EI po Ca) 


fe ik EEK, KARIEM f(x) epic. 当 n NAR 
大 时 ， 此 式 就 变 成 无 穷 级 数 ， 称 为 泰勒 级 数 。 
REAL, a=0 时 函数 的 泰勒 级 数 展开 式 有 如 下 形式 : 


2 x x a 
elit tgr te 


Inl+2)=2—- > +2 — T+ (|z | 二 1) 








XX ZX. 
sing =T ~~ 31 +5 71 + 
co x 
cos t=1— +73 or t 
a+ =i (f)at (Gato dal<b 


在 泰勒 级 数 中 FM (a) 经 常 出 现 ， 故 应 对 函数 f(x) 多 次 进行 微分 。 

泰勒 级 数 是 否 能 与 原 函 数 FO 相符 ， 虽 然 尚 未 严格 证 明 ， 但 所 有 
上 面 我 们 已 知 的 函数 都 是 与 其 泰 勤 级 数 相 符 的 。 

对 于 级 数 


f(x) = fla )+ Lo (a) 


(2 -a) += 
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LD Co 
ni! 


YB FA, e—a, LG a 的 分 母 n1 急剧 增 大 ， 而 


此 项 则 急剧 变 小 。 

如 仅 取 到 第 一 项 ， 它 就 是 图 12-24 中 由 点 (a，f(a)) 决定 的 水 平 线 
fla)。 如 到 到 第 二 项 ， 则 变 为 a 点 的 f(z) 的 切线 。 因 而 在 a 附近 ， 此 切 
线 与 FO 相当 接近 。 


用 1 次 函数 f(a) + LG a) 来 近似 


fla), WA] 阶 近似 。 

如 果 函 数 是 平滑 的 没有 急剧 的 变化 时 ， 用 一 
阶 近 似 足 以 使 泰 勤 级 数 与 其 函数 符合 。 

如 果 仅 用 一 阶 近 似 不 够 准确 时 ， 可 以 进一步 
再 采用 二 阶 近 似 〈 见 图 12-25) 。 

由 此 看 来 ， 可 以 说 泰勒 级 数 很 好 地 反 上 映 了 人 
类 知识 的 发 展 是 逐步 向 客观 真理 通 近 的 这 一 过 程 。 





这 样 的 例子 是 很 多 的 。 
在 原始 时 代 ， 人 们 并 不 了 解 地 球 是 球形 的 而 
认为 是 平面 的 。 y 


人 们 认为 不 是 地 球 本 身 ， 而 是 在 地 
球 的 切 平面 上 有 一 个 想象 的 世界 ， 这 就 
相当 于 使 用 了 一 阶 近似 。 当 所 考虑 的 区 
域 范围 窗 小 时 认为 它 是 平面 ， 这 不 仅 是 
可 以 的 ， 而 且 是 有 效 的 。 但 是 ， 当 考虑 图 12-25 
到 大 陆 这 样 广大 的 地 区 时 ， 就 会 发 现 地 球 是 圆 的 了 。 这 可 以 叫做 二 阶 近 
似 。 更 进一步 的 测量 ， 得 知 地 球 并 不 是 真正 的 球形 ， 而 是 形状 稍 扁 的 
球 。 这 是 三 阶 近似 。 

再 如 ， 若 今天 比 昨天 气温 升 高 了 2C ， 那 么 大 概 会 设想 明天 也 会 比 
今天 升 高 2C 吧 。 这 就 是 把 气温 的 曲线 用 直线 来 取代 了 ， 即 采用 了 一 阶 
近似 。 





f(a)+ an} 
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当 我 们 遇 到 变化 复杂 的 现象 时 ， 总 要 作出 某 种 假设 ， 借 以 预测 未 
来 ， 在 这 种 时 候 ， 经 常 先 采用 一 阶 近似 来 描述 这 种 函数 关系 。 

与 曲线 的 切线 相同 ， 一 阶 近似 仪 在 所 考虑 的 点 附近 有 效 ， 远 离 这 一 
点 就 不 行 了 ， 这 时 可 用 二 阶 近 似 。 若 要 求 更 精确 的 话 ， 则 可 采用 三 阶 近 
似 和 四 阶 近 似 。 | 

泰勒 级 数 的 各 项 就 是 按照 一 阶 近 似 ， 二 阶 近似 ，… 的 顺序 排列 的 。 

《 格 列 佛 游记 》 的 作者 斯 威夫 特 (1667 一 1745) 曾 用 下 列 诗句 来 撒 
绘 显微镜 : 

这 样 ， 科 学 家 们 发 现 了 ， 

一 个 跳蚤 周围 聚集 着 小 的 跳 恒 ， 

而 这 小 跳 重 的 周围 又 聚集 着 更 小 的 跳 重 ， 

这 样 下 去 ， 以 至 无 限 。 | 

斯 威夫 特 的 诗 恰 当地 表达 了 泰勒 级 数 的 特性 。 

由 于 种 种 意义 ， 可 以 说 泰勒 级 数 是 微分 学 中 的 最 重要 的 内 容 之 一 。 
这 真是 令 人 惊奇 的 。 

ADA BR 


sin rr 


研究 等 式 两 边 可 知 ， 左 边 sin r 是 几何 学 中 产生 的 函数 ， 而 右边 则 仅 是 
十 ， 一 ，X， 二 的 无 限 组 合 而 已 。 由 等 号 将 这 不 同 的 两 边 联系 起 来 。 这 
样 ， 泰 勒 级 数 就 把 纯 几 何 学 的 函数 sin z 分 解 为 算术 的 十 ， =, X, + 
四 则 运算 了 。 
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现实 生活 中 经 常 碰 到 的 问题 之 一 就 是 最 大 与 最 小 。 例 如 和 人们 去 买 东 
西 时 常常 希望 : 

(1) 价格 在 一 定数 额 之 下 ; 

(2) 买 的 东西 质量 最 好 。 

这 就 是 在 一 定 的 条 件 下 ， 什 么 是 最 大 的 问题 。 相 反 ， 对 于 相同 的 物 
品 却 会 因 商 店 不 同 而 有 价格 差异 ， 一般人 们 总 是 要 到 便宜 的 店 里 去 采 
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买 。 这 时 的 目标 可 以 写 为 : 

(1) 物品 一 定 ， 

(2) 价格 最 低 。 

这 就 是 在 一 定 的 条 件 下 ， 什 么 是 最 小 的 问题 。 仔 细 想 想 ， 在 人 们 每 
天 的 努力 之 中 愁 怕 离 不 开 最 大 最 小 的 问题 ， 这 样 说 并 不 过 分 。 反 对 只 为 
个 人 ， 主 张 为 社会 全 体 服 务 的 政治 的 目的 ， 正 如 本 瑟 姆 (1748—1832) 
所 言 “ 使 最 大 多 数 人 获得 最 大 的 幸福 ?， 也 许 就 是 一 例 ， 

然而 ， 在 这 里 我 们 还 是 不 讲 这 种 大 话 ， 回 到 眼前 现实 的 问题 上 来 为 
好 。 例 如 ， 有 一 个 制造 负 头 盒 的 公司 ， 打 算 制 造 新 的 圆柱 形 的 镀 头 盒 ， 
如 图 12 - 26 所 示 ， 对 其 形状 要 求 如 下 : 

(1) 铁皮 的 表面 积 一 定 ; 

(2) 体积 最 大 。 

目标 确定 了 之 后 ， 剩 下 的 就 是 数学 问题 。 

设 负 头 盒 的 高 度 为 尺 ， 底 面 圆 的 半径 为 2. HAS 
zx， 根据 条 件 (1) 可 写 出 下 列 公 式 : 表面 积 A 二 2xx’ 十 
2xzh 二 定 值 ， 体 积 V=xzx:h。 据 此 问题 可 表达 为 : 保持 
A 二 2xx’ 十 2xzh AA, BN Se ce AV 
rz 天 最 大 。 当 A 为 定 值 时 ， 有 





_A_ 
A ot z 
将 其 代入 V= 二 xz:h 式 中 ， 有 
V-xr (Lx) =E ar = f(x) 


BI V Ex 的 一 种 函数 SC) 。 此 函数 的 大 致 形状 如 图 12-27 所 示 。 剩 下 


的 工作 就 是 在 0 和 /全 之 间 找 出 峰值 。 为 此 ， 应 看 看 其 导 函 数 的 符号 ， 


从 峰 顶 上 看 这 段 曲 线 ， 其 左边 为 向 右上 升 ， 右 边 为 向 右 下 降 。 向 右上 升 
Bree PR BCA IE. a PREB SP eA. 
AO AR PAAR, MEAR AS AE, Aid 
NS mRNAs Ah. MEDAKA ERBARARA EA AER, 
据 此 ， 我 们 来 求 fa): 
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f(x) -5 — Bra 


因为 是 改变 符号 的 点 ， 故 应 有 f(x) = 
0， 即 


f (x) 一 仿 一 3rz 一 0 


所 以 CULPA 12-28), 
a=+,/4 
这 里 仅 应 取 其 正 值 ， 即 z= 人 /全 。 确定 在 这 一 


点 的 左边 FO NE, Af O 为 负 。 因 此 ， 这 
一 点 就 是 最 大 点 。 此 时 上 为 
































Vax Jen Yon sön vön ön 
_2/A 
Sr 
也 就 是 h 等 于 x 一 /全 的 2 信 。 CC > 
这 样 的 圆柱 形 ( 见 图 12 - 29)， 其 底面 的 直径 与 高 | 
度 相等 ， 它 的 轴 截 面 为 正方 形 。 E 


ERRE FARMA ARA ES ABE 
大 的 问题 ， 这 种 方法 也 可 应 用 于 求 其 他 各 种 最 大 最 小 问 
题 。 例 如 设计 圆柱 形 的 口袋 或 者 大 煤气 钠 。 这 时 ， 与 上 述 容 带 不 同 , E 
没有 盖子 ， 好 像 一 个 铁皮 水 桶 ( 见 图 12-30) 那样 ， 因 此 计算 公式 略 有 
不 同 。 即 应 为 
(1) A 二 xx’ 十 2xzh 二 定 值 
(2) V=n h> HA 


12-29 
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_~A_ qu 
由 d) Al 有 二 一 7 ， RA (2), € 


h vi Of 
3 } SKE 
一 y 一 gx) e 


N 
Fike, FERRET ERS AR oo’ (xe) 并 令 它 等 于 IE, 
O, Bl 








2 12-30 
_ nT 
2 














_Y3YA vA _3v4 vA 














= _2/A _ YA 
2/1 23r 2V3x 2w3r 2 „In 





结果 有 与 x 相等 ， 其 形状 如 图 12- 31 Bra. 
还 可 将 以 上 方法 用 于 探讨 量具 升 的 形状 


一 
设 底 边 为 正方 形 ， 每 边 长 为 zx， 高 为 刀 。 则 上 述 T5 
条 件 变 为 


(1) A=13"+4xh 
(2) V=a2°h 
按 同 样 方法 计算 ， 则 有 


Pas 


y Az 图 12-31 
Ar 4 
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VÍA VA_2NA_YA 
4 43 4/3 273 
即 疡 等 于 z 的 一 半 。 也 就 是 高 度 等 于 底面 正方 形 边 长 的 一 半 。 

有 趣 的 是 古代 升 的 尺寸 正巧 是 底面 为 5 寸 X5 寸 ， HA2 TS: 
也 许 这 种 升 就 是 “用 的 木材 一 定 而 体积 最 大 ”这 一 要 求 的 产物 吧 ! 可 是 
随后 出 现 的 京 升 的 尺寸 却 改 变 为 底面 每 边 4 寸 9 分 ,高 2 寸 7 分 。 古 升 
的 体积 为 

50X50X25=62500 (立方 分 ) 

京 升 的 体积 则 是 

49X49X27=64827 (立方 分 ) 


64 827 
- 62 500 
m 2327 ， 即 1 升 就 要 多 2327 立方 分 。 


据说 这 种 改变 万 是 当时 统治 者 的 骗 人 把 戏 。 显 然 ， 由 于 每 升 的 单位 
增 大 了 ， 他 们 每 年 就 可 以 从 农民 那里 榨取 更 多 的 贡 米 。 

对 于 农民 发 出 的 “ 比 原来 的 1 升 增 多 了 啊 ” 的 控诉 ， 医 府 的 官吏 们 
回答 说 :“ 高 度 虽然 从 2 才 5 分 增 到 2 十 7 分， 但 底面 长 宽 都 从 5 TR 
AD 9S TA, BE 2 分 又 减 2 ERA IT AHLEN” 

当时 缺乏 数学 知识 的 农民 们 虽然 感到 奇怪 却 并 不 能 找 出 原因 。 

想 出 这 个 骗局 的 官吏 在 当时 可 以 算得 上 是 大 数学 家 了 。 数 学 竞 也 被 
狗 独 的 统治 者 这 样 恶劣 地 加 以 利用 ， 是 应 当 引 起 重视 的 。 


12.12 最 小 原理 


每 天 为 解决 最 大 最 小 问题 而 忙碌 不 休 的 不 只 是 人 类 ， 整 个 自然 界 也 
是 这 样 。 

最 早 指出 自然 界 中 到 处 都 潜藏 着 最 大 最 小 问题 的 人 ， 大概 是 费 马 
(1601 一 1665) 。 

他 研究 出 了 下 列 光 的 折射 定律 。 设 有 光 传 播 通过 的 两 种 物质 以 CD 
平面 为 界 。 在 上 侧 物 质 中 光速 为 uw， 下 侧 物 质 中 光速 为 vw。 这 时 光 由 上 
侧 的 A 点 传 到 下 侧 的 B 点 ， 如 图 12-32 所 示 ， 可 有 无 数 条 路 径 。 然 而 ， 
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实际 上 光线 究竟 走 哪 条 路 呢 ? 费 马 的 回答 是 : “ 光 所 通过 的 道路 是 花费 
时 间 最 小 的 道路 。” 





“图 12-32 图 12-33 


如 图 12-33 Hm, 分 别 由 点 A，B 向 CD 5ER AC, BD, #4 
AC=a, BD=b, CD=¢c, CD 上 可 变 之 点 为 P，CP= 二 x, WA 

AP= Ya +2’ 

BP = VE FC ry 
光 通 过 AP 的 时 间 为 全 ， 通 过 BP ANA E, AA 


2 2 Jb + Ce— x)? 
AP | BP _ etry ame x) = f(x) 





u U 
即 为 二 的 函数 。 
求 其 导 函 数 为 
Pu == EA ouo 
uya +  vybó+(o—a)” 
“(z) 一 0 的 工 点 > Ho Ain, 二 
MEARS 的 z 点 就 是 所 求 的 点 。 随 着 工 的 增 力 Tear 
大 ， 但 一 一 一 一 一 一 却 减 小 。 因而 在 满足 了 (x) =0 的 点 的 左 侧 ， 导 数 


Vb? + (c— a) 
为 负 ， 右 侧 则 为 正 ， 可 知 此 点 是 曲线 的 谷底 ， 即 最 小 点 。 
由 点 卫 作 与 CD 垂直 的 直线 ERF,， 邻 ZAPE =a, LBPF =f, WA 
c 一 工 


a . . 
=sing, — En =sin 1 


Jar + z Vo + (e— x)’ 
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因此 由 公式 f(x) 一 0 可 知 f(x) 


sia sin 
I 一 0 


sin P_ Y 

sin a u 
这 就 是 早已 知道 的 光 的 折射 定律 〈 见 图 12-34). 

费 马 的 “最 小 时 间 原 理 ” 不 仅 适 用 于 光 的 折 
射 ， 而 且 是 有 关 光 传播 的 更 普遍 的 法 则 。 由 此 看 
来 连 光 都 如 此 “珍惜 ”时 间 ， 那 么 对 于 工作 任务 
很 多 的 人 来 说 ， 就 更 不 应 忘记 “一 寸 光 阴 一 寸 
金 ” 这 句 格言 了 。 





分 
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131 分 析 与 综合 


在 埃及 人 的 象形 文字 中 ,“ 进 ”以 向 左 走 的 人 的 两 脚 A 表 示 ，“ 退 ” 
以 向 右 走 的 人 的 两 脚 人 来 表示 。 这 里 “ 进 ” 与 “ 退 ” 互 为 道 动作 ， 这 在 
数学 运算 中 表现 得 更 清楚 。 用 数学 语言 来 说 ， 则 “加 ”与 “ 减 ” 就 互 为 

像 这 种 逆 运 算 在 数学 中 屡屡 出 现 ， 并 且 往 往 具 有 重大 的 意义 。 

乘 的 道 运算 是 除 ， 平 方 的 道 运算 是 开 方 。 即 有 


等 等 。 再 有 ， 十 ， 一 ，X， 二 混合 运算 的 道 运算 就 是 所 谓 解 代数 方程 
(第 7 章 )。 IS DAA TAR y» 反之 X= 二 了 f(y) 是 由 xKz; AN fCx) 
的 逆 运 算 。 

当 运 算是 可 逆 的 ， 即 有 道 运 算 时 ， 此 运算 与 其 逆 运 算 相 配合 更 具有 
威力 。 

西洋 的 谚语 说 得 好 ,，“ 有 去 无 回 的 方法 是 无 用 的 方法 ”， 在 数学 中 很 
DRA MERHER. 

那么 微分 的 逆 运 算是 什么 呢 ? 顾名思义 ， 微分 就 是 细小 的 分 解 分 
解 的 逆 操 作 是 合成 。 合 成 在 数学 上 意味 着 什么 呢 ? 

对 一 次 分 割 后 之 物 进 行 合成 的 最 简单 的 计算 实例 是 计算 多 边 形 
积 。 多 边 形 可 方便 地 分 成 三 角形 、 长 方形 ， 分 别 计 算 其 面积 ， 最 后 再 合 
起 来 束 得 出 总 面积 。 

在 这 里 ， 的 确 是 使 用 了 “分 解 ” 和 “合成 ”， 即 分 析 和 综合 的 方法 。 
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(PEL h _ním + Dreh 
n 


T 
n n 


A 
中 
由 于 所 求 体积 介 于 上 圆柱 与 下 圆柱 之 间 OO 
KA (WMA 13-4). A 

i 


OP tue DPh A a te th 人 


n? n 


p PPr D y POTD 2, », 


< A< 
n 


et 
thy, 1 1 r 1、1 
T) C3) <A<2 l) (et) = | 








这 里 ， 分 得 越 细 ， Bl n RK, 就 有 : | mil 
EI ar’h, 。 as ' 
1 star I 
mh A xh 7 
3 =/A= 3 图 13-3 





因为 圆柱 体积 等 于 rh RABAT, eo a a HY = 3 
之 一 . 





图 13-4 
与 圆锥 体积 的 计算 相似 ， 可 计算 抛物 线 所 围 成 的 面积 〈 见 图 13-5), 
设 有 曲线 


y=x 
求 它 与 x 轴 及 直线 + 二 1 所 围 成 的 面积 。 先 将 0 与 1 之 间 分 成 n 等 分 : 
0, L, 2, 2, mee y ml ] 


n n n n 
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由 这 些 点 作出 许多 细 长 的 小 长 方形 ， 其 总 面积 为 
A Beare 2 
_ +1 ++ aD 


= (n—1)n(2n—1) 


= r 
n 


1 1 1 
Zee 
KEY n E EE SE 
求 值 ， 如 图 13-5 Bras. 此 值 为 二 XIX2 一 全 一 





二， 即 面积 等 于 于。 13-5 


13.3 球 的 表面 积 " 阿 基 米 德 方法 


普 鲁 塔 克 的 《希腊 罗马 名 人 合 传 》 中 对 古代 最 伟大 的 数学 家 阿 基 米 
德 〈 约 公元 前 287 一 公元 前 212 年 ) 这 样 写 道 ， 

“据说 在 作出 了 许多 重大 的 发 现 之 后 ， 他 曾 托 朋友 们 和 自己 家 族 的 
人 在 他 死 后 ， 在 慕 上 树立 一 个 球 的 外 切 圆柱 ， 并 记 下 此 外 切 轿 柱 与 球 的 
体积 之 比 。” 

按照 阿 基 米 德 的 遗言 ， 在 幕 石上 雕刻 的 显然 是 著名 的 关于 球 的 表面 
积 和 体积 的 公式 。 

为 了 求 球 的 表面 积 ， 他 用 了 下 列 巧妙 的 方法 。 

因为 球 是 围绕 着 直径 旋转 的 圆 构成 的 ， 所 以 
TO” 首先 要 对 这 个 圆 作 些 说 明 。 

把 圆周 以 点 A，B, C, D, |, E, A’, E, 
“, D, C, BES, 并 如 图 13-6 所 示 连 接 ， 则 
BB’, CC, DD’, =, EE 互相 平行 ， 而 AB, B’ 
图 13-6 C, CD, =, FA RE. ATE RRK $838 
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均 相 似 。 故 
BF_BF_CG_CG_,, _EI 
FA FK GK GL IA’ 
由 此 
_ BF 二 BF 二 CGTCGT… .+E'I _ BB' +CC’+--+EE 
”FA 十 FK 十 GK 十 GL 十 … 十 IA’ AA’ 
另 一 方面 ， 这 些 三 角形 还 与 AAA'B 相似 ， 因 此 可 有 
_AB 
AB 
所 以 
(BB’ + OC’ +» + EE’) +. AB=AA4'+ A'B (1) 


将 此 圆 围绕 着 直径 AA 旋转 就 构成 了 球 ， 其 内 接 的 正 多 边 形 体 则 与 
圆锥 的 一 部 分 相 联系 〈 图 13 -7 之 第 1 图 )。 此 圆锥 的 一 部 分 如 第 2 图 所 
示 ， 进 而 可 展开 如 第 3 图 所 示 。 





图 13-7 


由 外 侧 和 内 侧 的 贺 构 成 的 扇形 的 面积 ， 其 中 间 的 线 长 BB ECE 


和 宽 BC(=AB) 之 积 等 于 x BB 十 CC x ap, 由 此 ， 图 13-7 所 示 内 接 正 
多 边 形体 的 总 面积 为 
(BE. apo BE+CC , apy, CHDD po 


=n » (BB’+CC’ owe + EE’) + AB 
HA DM 


积分 
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~x* AA + A'B 

当 将 圆周 分 得 越 纲 时 ， 算 得 的 面积 就 越 接近 于 球 的 面积 。 并 且 A 趋 
近 于 B 时 ，A'B EFAA., WE, x， AA’ + A'B RF + AA’ AA’ 
=r «+ (AA. 

故 球 的 表面 积 SEF re AAY., 

若 半径 为 >， 则 AA =2r, HS=xe + (AA) =x(2r)’ =4ur Bi 

S=4xr 

遗憾 的 是 作出 了 这 种 解答 的 天 才 数 学 家 阿 基 米 德 ， 却 被 攻陷 西西 里 
岛 的 罗马 军队 杀害 了 。 普 鲁 塔 克 对 当时 的 情景 做 了 如 下 的 描述 : 

“ 阿 基 米 德 在 家 中 一 边 看 着 图 形 一 边 思 考 着 问题 ， 由 于 全 神 贯 注 竟 
未 觉察 罗马 军队 已 经 攻占 了 他 所 居住 的 街道 。 突 然 进 来 一 个 士兵 命令 他 
走 过 来 。 阿 基 米 德 正在 探求 问题 的 证 明 而 未 弄 清 士兵 的 意思 ， 这 个 士兵 
BK S| RAT ER.” 

罗马 士兵 杀害 了 阿 基 米 德 ， 罗 马 人 对 他 的 学 问 也 不 感 兴趣。 直到 微 
积分 学 兴起 之 前 ， 阿 基 米 德 所 不 断 取 得 的 成 就 仅 在 古老 的 图 书馆 和 寺院 
的 羊皮 纸 中 有 记载 。 | 


13.4 双 曲 线 所 围 成 的 面积 


在 牛顿 和 莱 布 尼 获 以 前 ， 人 们 计算 由 曲线 所 围 成 的 面积 ， 是 相当 费 
事 的 。 


例如 ， 布 朗 克 (1620 一 1684) 曾 计算 过 双 曲 线 y= 二 在 x 一 1 与 r= 


2 之 间 所 围 成 的 面积 〈 见 图 13-8)。 如 图 13-9 所 示 进 行 分 割 ， 一 半 一 半 
地 分 下 去 ， 所 得 长 方形 面积 依次 为 了 5， 3x5， 5 广 7，…， 其 中 曲线 下 
方 的 长 方形 面积 为 
11 1 l |. 
1X2° 3X4" 5X6" 7X8’ 
曲线 上 方 的 长 方形 为 
1 1 1 


X3? 4X5’ 6X7’ — 
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因而 ， 曲 线 下 面部 分 的 面积 为 
1 1 1 1 
1x2 "3x4 5x6 7x8" 
此 值 可 算得 为 0. 693 15…。 





图 13-8 图 13-9 


这 真是 巧妙 的 办 法 啊 ! 还 有 谁 能 想 出 更 普通 的 方法 呢 ? 

抢 物 线 所 围 成 的 面积 可 以 按 等 间隔 计算 ， 也 可 按 不 等 间 是 计算 。 双 
曲线 也 如 此 。 

当 考虑 双 曲 线 y 一 二 时 ， 对 应 z 一 a 的 y 值 为 > 一 二 ， 以 此 点 为 一 顶 
点 且 以 2=ka 为 一 边 所 构成 的 长 方形 面积 〈 见 图 13-10) 为 


一 。 (ka—a) => e (k—1) + a=k—1 


同样 ， 如 图 13-11 所 示 ， 以 x 二 a 和 x 二 ka' 之 间 的 线段 为 一 边 的 长 
> . (ha —a! = * (2-1) - a =k-1 
也 就 是 与 a 的 位 置 无 关 。 
如 图 13-10 所 示 ， 由 点 as ka; Pa, … 所 划分 的 各 长 方形 面积 均等 
于 & 一 1。 故 总 面积 为 nCk 一 1) 。 如 令 ka=b, Ml 


所 以 总 面积 为 
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y 








GZ TA Wi: e ts, , 
Lo ka ka x a' a' 2a' 
图 13-10 图 13-11 


这 里 当 n 逐渐 增 大 时 ， 就 相当 于 f(z) (2) 在 工 一 0 时 的 导数 ， 即 
flan = (之 ) ma( 之 ) 
fo) =In() 
由 此 可 知 


im a 


据 此 结果 可 知 ， 双 曲线 下 方 的 面积 等 于 两 端 c 和 6 之 比 的 对 数 In 之 ， 因 


而 在 图 13-12 中 ， 当 之 一 全 时 ， 两 个 含 斜 线 ， 
部 分 面积 是 相等 的 。 

在 z 一 1 与 xz 二 w 之 间 的 面积 为 I = 
Inu, Mi ln v A r=1 与 zx 一 ”之 间 的 面积 ， 根 





13.5 E R Y | 351 


据 上 述 性 质 ， 它 与 x 二 w 和 之 二 wv 之 间 的 面积 相等 〈 见 图 13 - 13) 。 因 此 
In u+In v=In uv 


这 就 从 男 一 和 角度， 证 明了 对 数 的 基本 性 质 。 





图 13-13 


如 果 把 由 1 到 之 间 的 面积 用 另外 的 图 形 表 示 ， 则 此 曲线 就 是 y= 
Inz (HA 13-14), 





图 13-14 


13.5 E 积 分 


AY RBM y=f(2) xa, x 二 5 之 间 与 横 轴 所 围 成 的 面积 ， 首 先 
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Qis az, "> a (a, =a, a,=b) 划分 ， 尽 可 能 作出 一 系列 细 长 的 长 


方形 〈 见 图 13-15)， 它们 的 面积 之 和 为 

fla) la = a) + fCa, Caz — a) + fla) Caz — az) + ... + 
flani) (b— anmi) 
HAD 算 符 ， 则 可 写 为 


> faz.) Ca, — apy) 
k=1 





do=a as ae ag Gr-1 Qn=bh X 


图 13-15 
E E A EE RDA 
这 个 数值 表示 为 | fdr. 即 有 


lim S Fay.) (ay — 11) =| fade 
这 里 习 是 希腊 字母 ， 相 当 于 “和 ”(Summa) 的 头 一 个 字母 S，(z 一 
es) 是 横 轴 上 相 邻 两 点 之 差 。 将 此 > 亦 即 S 拉 长 就 写成 | ME 


y flaw) (x — Ti ) 


La | 


| f(x) dz 
HERD 从 x 二 a 到 z=5 所 积分 的 值 ， 由 于 积分 限 ae Alb 
是 确定 的 ， 故 称 为 定 积分 。 
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由 上 述 ， 用 莱 布 尼 欧 的 符号 表示 抛物 线 所 围 成 的 面积 ， 则 有 
而 双 曲 线 所 围 成 的 面积 则 为 

| + dx=In 2 =Inb- Ina 

然而 这 个 记号 也 并 非 一 开始 就 使 用 的 ， 而 是 经 过 了 一 个 曲折 的 过 
程 。 菜 布 尼 欧 最 初 用 omn. f(x) 表示 | f(z)dz。 这 里 omn. 是 omnes 的 


ME, ALBA LE, HRA f(x) 在 4 与 6 之 间 的 总 和 。 
定 积 分 的 计算 有 下 列 几 个 法 则 。 


当 计算 | ef (ade 时 ， 对 


Sef (aes) (ay — oan) eV fears) a — an) 
两 边 取 极限 ， 则 有 

| ef Cdr=e| faz 
利用 这 个 法 则 可 求 椭 图 面积 ( 见 图 13 - 16)。 半 圆 的 
表示 函数 为 f(z) = Ja’ 一 zx” ， 椭 圆 则 为 


Ln? ya 





m 
a b _b a 
| Zrwar=2[ far 
式 中 | fide 表示 半圆 的 面积 ， 等 于 到 -。 因 此 
IS 
MERA AAA 2, ST rab. 
此 外 ， 再 考虑 两 个 函数 C), glr) 之 和 的 定 积分 : 
>) Far) + glan )) (a, — am) 


354 | 第 13 章 综合 的 方 ; 只 分 





一 ye)(a — arı) 十 S'ela) a, — a1) 
Hn AFEEF. WER 

-f fund + | glade 
El) 





Pao +g(z))dz 一 | f(xdde+| gdz 
完全 相同 ， 对 于 两 个 函数 之 差 也 有 
Uso — gla) Jdr =| f(z)dz - | g(2de 


两 个 函数 FO, go 如 图 13-17 Bras, HENAO, Bl 

h(a) = fla) — g(x) 
iG f(z) 和 g(x) 所 围 成 的 带 状 部 分 与 h(x) Ac TRB BR 
”切割 ， 则 切 下 的 垂 线 长 度 相 等 。 
ma 


[ro dz =| Feadz — lso de 
则 表示 它们 在 两 垂 线 zx 一 <a，xz=5 之 间 所 围 成 的 面积 相等 。 


13.6 卡 瓦 列 里 原理 


这 个 原理 是 在 牛顿 以 前 ， 由 伽利略 的 弟子 卡 瓦 列 里 〈1598 一 1647 
年 ) 所 提出 的 ， 一 般 可 氢 述 如 下 : 

当 两 个 平面 图 形 被 一 组 平行 的 直线 切割 时 ， 若 切 得 部 分 的 线段 长 度 
均 相 等 ， 则 此 二 图 形 面 积 相等 OLA 13-18). 

其 实 这 种 想法 和 电视 机 的 扫描 线 那样 用 平行 的 直线 来 分 割 平面 图 形 
是 类 似 的 。 

为 了 证 明 这 个 原理 ， 可 将 上 述 两 个 图 形 用 薄 的 长 方形 来 逼近 。 

这 个 原理 虽然 不 如 牛顿 所 发 现 的 方法 更 有 用 ， 但 可 用 来 将 一 个 图 形 
换 成 男 一 个 图 形 ， 以 便于 求 其 面积 。 

卡 瓦 列 里 原理 也 适用 于 求 立 体 图 形 的 体积 : 
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利用 定 积分 可 以 解决 的 问题 是 很 多 的 。 

例如 图 13-20 所 示 由 多 边 形 围 成 的 宽度 为 ~ 的 道路 ， 问 其 外 侧 比 内 
侧 长 多 少 ? ARAU MBA. MATARO AA, AE 
可 合成 半径 为 > 的 圆 。 因 此 外 侧 比 内 侧 仅 长 半径 为 > 的 圆周 即 2rr A 
多 。 并 且 这 和 多 边 形 的 形状 或 大 小 完全 无 关 。 





图 13-20 

当 多 边 形 的 边 数 增多 时 ， 就 相当 于 一 条 
曲线 了 。 在 这 种 情况 下 ， 仍然 是 外 侧 比 内 侧 
PUR 2rr。 

有 一 道 智 力 测验 题 说 :“ 如 果 在 赤道 上 立 
一 个 1 米 高 的 杆 ， 其 上 端 接 电线 绕 地 球 一 周 ， 
问 比 赤道 长 多 少 米 呢 ?” 对 此 答案 仍 是 2xr， 
即 多 出 2r 米 。 

此 外 ， 如 图 13-21 所 示 ， 东 京 旧 市 区 内 
的 环行 山手 线 @ 的 路 轨 ， 其 外 侧 比 内 侧 也 是 长 
出 2xr, 这 里 r= 二 1.067 米 ， 即 2xr 一 2xX1.067 
( 米 )。 当 然 ， 这 是 假定 山手 线 的 路 轨 是 在 同 





一 平面 上 的 ， 
如 果 要 问 路 轨 间 的 面积 是 多 少 的 话 ， 假 
定 内 侧 曲 线 长 为 工 ， 则 面积 为 图 13-21 


Lrt+xr | 
根据 这 个 结论， 有 趣 的 是 ， 即 使 不 了 解 山 手 线 的 全 长 或 拐弯 的 详细 
En, 也 能 说 出 这 一 点 。 


中 ”日 本 东京 市 内 环行 电气 铁路 线 之 名 。 一 一 译 者 注 
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数 。 例 如 为 了 求 z 的 不 定 积分 | zdz ， 可 以 找 找 微分 后 能 变 成 = 的 那些 


RN. BUNT KT, AAR A 22, BN 
de, 
da E 
但 我 们 要 求 的 是 zx， 而 不 是 2z， 故 应 被 2 来 除 ， 即 
(2 )-22-, 
dx\ 2 2 


因此 ，z 的 不 定 积分 等 于 五 ， 然 而 它 又 并 不 仅仅 等 


于 孝 ， 再 加 上 一 个 任意 常数 C 也 可 以 ， 即 





[zar =5 +c 


A IE AAS LE 13-25). 

某 一 函数 的 微分 虽 仅 有 一 个 ， 但 若 进 行 不 定 积分 ， 其 函数 却 有 无 数 
个 ， 互 相间 仅 差 一 常数 。 此 常数 称 为 积分 常数 。 

这 里 设 定 积分 的 上 下 限 为 c，d， 则 由 图 13 -26 可 知 


Proa 与 | f(z)dz— rod 
相等 ， 即 

[Faz =F) — Flo) 

即 进行 微分 的 逆 运 算 ， 找 出 f(z) 的 不 定 积分 Flo), BH Fld) 一 
FO), BEAR fade. 


这 个 定理 是 微 积分 的 核心 ， 因 而 又 称 作 基本 定理 。 

微分 是 无 限 的 分 割 ， 积 分 则 是 将 之 综合 ， 这 种 一 般 的 思考 方法 并 不 
是 某 月 某 日 哪 一 个 人 头脑 中 一 下 子 想 出 来 的 ， 而 是 从 古 时 候 以 来 就 不 断 
地 累积 的 结果 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 古 希腊 的 德 议 克 里 特 、 阿 基 米 德 大 概 
也 可 以 称 作 积分 的 发 现 者 了 。 

然而 ， 之 所 以 把 牛顿 和 莱 布 尼 茨 称 为 微 积分 学 的 创始 人 ， 帮 是 因为 
他 们 首先 发 现 了 微分 和 不 定 积分 是 北 运 算 。 


图 13-25 
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ql 


ac 


it (a\dx=F (a) 


a d 


T Tesoro 


a € 





图 13-26 


由 于 这 个 发 现 ， 使 微 积分 成 为 一 门 独立 的 学 问 。 在 他 们 之 前 虽然 也 
解决 过 一 些 重要 问题 ， 但 每 个 问题 的 解决 都 依赖 于 一 些 巧妙 的 办 法 。 

根据 不 定 积 分 是 微分 的 逆 运 算 这 一 点 ， 只 要 进行 一 次 运算 后 ， 就 可 
以 按照 微分 的 求 逆 这 种 固定 的 方法 求 得 不 定 积分 。 

虽然 一 个 函数 的 不 定 积分 加 上 任意 常数 后 有 无 数 解 F(x) 十 C， 但 因 
为 定 积分 等 于 FGCd) 一 F(c) ， 故 可 将 CHE. 

现在 利用 基本 定理 ， 求 抛物 线 下 面 的 面积 ( 见 图 13 - 27)， 即 因为 


3 
F(x) =[2d2=2, EX 


1 1 
| Padz=| 2'de= f0) ~ FO) N JAE 
_ Y 0° 1 


337 u 
这 个 计算 是 并 不 费 什 么 工夫 的 ， 完 全 是 按 固定 的 
规则 进行 。 
下 面 来 求 半 径 为 > 的 球 的 体积 ( 见 图 13-28). H 图 13-28 
与 -HENASE ERA z 的 平面 来 切割 球 ， 其 切 
口 为 圆 ， 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 知 ， 此 圆 的 半径 为 Vr 一 ， 故 面积 为 
nvr rr =x —-2’) 


将 它 与 厚 A 相 乘 ， 求 这 样 的 乘积 之 和 ， 则 有 
Y mr” -ar | nr? — r )dz 





=r Ax 
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因为 x(r — 2") 的 不 定 积分 为 


3 
ES — ada ri e T 


af a — x )dz = (xr? “TRA Z) — (ar (—r)—rx 2) 








3 
_ er u 一 dis ) _ Lar 





这 和 用 阿 基 米 德 的 巧妙 算法 所 得 结果 相同 ， 然 而 在 这 里 全 是 固定 的 算 
法 ， 即 按 公式 求 得 正确 的 解答 ， 这 就 是 基本 定理 所 显示 的 威力 。 


13.8 ATR 
由 于 不 定 积分 是 微分 的 逆 运 算 ， 故 将 函数 的 微分 公式 反 过 来 使 用 ， 


就 得 到 不 定 积分 的 公式 。 正 像 运 用 乘法 的 “ 九 九 ”口诀 之 对 于 除法 那 
样 ， 存 在 下 列 基本 关系 : 





导数 公式 不 定 积分 公式 
da” , i q 

de =(n+ Da E de= 17 
de” _ , zd = 

ge le dr =e 
dsinx_ | _ 
———-=cos x cos zdr=sinz 
Leost sin x [sin z de == cos z 


这 就 和 一 种 字典 那样 ,左边 好 比 是 英 日 字典 ， AMIA START, 
将 这 些 公式 很 好 地 配合 使 用 ， 就 可 以 计算 复杂 函数 的 不 定 积 分 。 
男 外 还 有 








dsin*x_ 1 | 1 de = sin x 
dz Jl a? „1-x 
d tan” x —_ l 





1 _ 
dz IFz laa tan z 
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均 应 称 之 为 积分 的 “ 九 九 ”口诀 表 ， 其 灵活 用 法 如 下 例题 所 示 。 
EMBA FO 和 glo) 的 不 定 积分 分 别 为 FO M Ga), B 


[fxdde= FO), | g(x) dr — Gz) 
将 其 微分 ， 则 为 
_ dF(zx) 
f(x 一 "dr , 
将 二 式 相 加 
fla) + g(x) 一 


g(x) = er | 


dG( xz) 
dx 





dF(x) dF Cx) 二 
dz 


f(x) + g(x) = L (F(z) +G(2)) 

spot BUR te. MA 
[go + g(a) de = F(x) + Ga) =| fade + [ada 
这 对 于 减法 也 同样 成 立 。 可 将 其 还 原 成 微分 试 试 ， 
[ir ~ g(a )dr=| fdz- [g(x de 


EIE k ARA, Rf (x) = SE? ， 故 有 


[ef (a) de ro arena 


利用 这 个 公式 ， 可 将 复杂 的 函数 写成 简单 函数 之 和 的 形式 ， 再 分 别 
求 出 其 积分 。 例 如 求 < 十 br 一 cx? 的 积分 时 ， 可 利用 上 述 公 式 ， 分 别 求 


l, zx, a 的 积分 ， 则 有 
[a+ bx - a’)dr = [ldx-+[2de—e[a?de=a= +65 -cE 


这 正 像 右 掌握 了 0，1，2，…，9 这 些 数 的 加 法 ， 就 会 算 任 何 位 数 


235 
的 很 多 数 的 加 法 的 道理 是 一 样 的 。 例 如 + 614 。 
849 


但 乘法 运算 却 不 同 。 因为 |fCz)gCz)dz 不 等 于 | fz)dz* |g(z)dz。 
例如 f(z) = 二 xz:*，g(zx) =z’, WA 
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13.9 积分 变换 


函数 的 函数 的 微分 公式 学 ， 人 全 E 也 是 积分 公式 





porro 的 翻版 。 
将 f(z) EEE) 两 边 对 du 积分 ， 有 
| fo m — | SE) ty = pC glu)) =f madz 


| maar= [ro E — du 
这 就 是 把 变量 z 变换 为 另 一 变量 x 的 公式 ， 称 为 积分 变换 公式 。 
这 个 公式 的 形式 是 很 好 记 的 ， 将 | fo de 中 的 dz 除 以 du, HR E 


du, BART | SO du, M 
[fdr = ro E aZ du 
当然 du 并 不 是 独立 的 符号 ， 它 是 与 合 在 一 起 的 ，du 本 身 并 无 意 


义 。 可 是 在 形式 上 ， 将 | (2) Szdu 中 的 du 约 去 ， 就 变 成 |/(z)dz， 是 便 


于 记忆 的 。 
在 这 里 体现 了 莱 布 尼 获 的 符号 的 优越 性 。 最 初 ， 莱 布 尼 芯 把 积分 写 


成 | f(x)， 以 后 在 后 边 又 加 上 了 dz， 由 于 写 上 了 dz， 就 指定 了 对 什么 量 
进行 积分 ， 于 可 以 写成 | Fa) dzou, 


13.10” 酒 桶 的 体积 


在 牛顿 以 前 ， 开 普 勒 首先 计算 过 装 葡萄 酒 的 酒 桶 体积 。 他 对 当时 的 
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积分 


| 闭环 苹果 FR pg 
EN NV <p> 
RN e 


图 13-31 


dE =) Jha) FA)? 


= 2xy + 2 fla (22) A 

其 和 为 

pi a 
“Ax 为 无 限 小 时 ， 则 近似 为 

|2ry VIF y 74220 y IF Y der =D) 


利用 这 个 公式 ， 可 计算 两 个 平行 的 平面 所 切 得 的 球 的 一 部 分 的 面积 
( 见 图 13- 33)。 


为 此 ， 可 计算 | 2xy V1 十 y dz。 考虑 到 























b b 
故 | 2ny JTF y" de =2n| r—a . 4 


Fo b 
=2n| rdx=2xr| dz=2zxr(6— a) 


值得 注意 ，2xr(8 一 a) WEP BA aOR OE Bk A 
相 切 时 ， 所 切 得 的 部 分 面积 。 
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13.11 科学 和 艺术 


MÄR 2ar(b— a) 求 球 的 表面 积 ， 可 令 a 二 一 r+, 6 二 r+， 则 得 到 4rr 
的 结果 。 这 和 阿 基 米 德 的 解答 是 一 样 的 。 

因此 ， 则 样 的 问题 算法 各 蜡 。 阿 基 米 德 使 用 了 极其 巧妙 的 方法 ， 不 
愧 是 天 才 ， 然 而 利用 积分 ， 只 要 按 一 定 的 规则 来 进行 计算 也 能 获得 同样 
的 解答 。 由 此 就 可 以 理解 微 积分 所 具有 的 威力 。 它 给 予 了 数 百 万 人 以 阿 
基 米 德 那样 的 才能 。 

牛顿 并 没有 目 命 不 几 ， 他 说 : 

“如 果 说 我 与 笛 卡 儿 相 比 ， 比 他 看 得 更 远 的 话 ， 那 是 因为 我 站 在 巨 
AW AE.” 

这 真是 谦虚 的 语言 啊 ! 牛顿 确实 是 以 许多 先驱 者 的 工作 为 基础 进行 
了 卓越 的 研究 ， 然 而 他 并 不 是 站 在 巨人 肩 上 的 小 人 物 。 他 目 己 也 是 一 位 
FRAME A. 

不 过 ， 牛 顿 的 这 句 话 说 明了 科学 是 依靠 累积 而 发 展 起 来 的 。 这 一 点 
科学 和 艺术 是 有 区 别 的 。 毕 加 索 这 样 说 过 : 

“对 于 我 来 说 ， 在 艺术 中 不 分 过 去 和 未 来 ， 毫 无 疑问 现在 已 经 过 世 
的 人 的 作品 依然 作为 艺术 作品 而 留存 。 希 腊 人 的 艺术 、 埃 及 人 的 艺术 以 
及 其 他 时 代 的 伟大 画家 的 艺术 ， 它 们 都 不 是 过 去 的 艺术 。 丽 怕 在 今天 和 
今后 也 还 是 会 作为 艺术 的 精华 而 放 光 彩 。” 

如 毕加索 所 言 ， 艺 术 有 没有 进步 呢 ? 有 持 反 对 意见 的 人 。 然 而 确实 
并 不 是 站 在 巨人 的 肩 上 。 米 开朗 基 罗 之 后 的 人 们 并 不 是 站 在 他 的 肩 上 画 
出 了 比 他 更 好 的 画 的 。 | 

然而 ， 对 科学 来 说 却 是 这 样 的 。 牛 顿 之 后 的 人 们 ， 站 在 牛顿 肩 上 坚 
持 不 懈 地 努力 ， 是 能 够 比 他 看 得 更 远 的 。 这 种 有 效 的 累积 ， 是 科学 发 展 
的 秘密 所 在 。 


13.12 各 种 各 样 的 地 图 


自从 哥伦布 发 现 了 美洲 大 陆 以 来 ， 欧 洲 的 商船 队 从 欧洲 的 沿 尾 出 发 
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能 够 平安 地 滤 过 大 洋 到 达 彼 岸 ， 靠 的 是 有 正确 的 地 图 。 虽 然 希腊 人 、 罗 
马 人 都 有 地 图 ， 但 因为 粗略 ， 不 足以 为 航 渡 大 洋 的 船 队 所 信赖 。 

因此 ， 希 望 能 有 一 种 正确 的 地 图 ， 然而 做 到 所 谓 “ 正 确 ” 是 不 容 
319. 

虽然 圆柱 和 圆锥 都 是 曲面 ,但 可 将 它们 适当 地 切 开 后 展 为 平面 ( 见 
图 13- 34) 。 然 而 对 于 球面 却 不 行 了 ， 不 论 怎么 切 开 、 伸 缩 ， 都 不 能 展 
成 一 个 平面 。 这 就 像 是 桔子 皮 那 样 ， 无 论 如 何 是 弄 不 成 一 个 漂亮 的 平 
面 的 。 


图 13-34 


这 就 给 地 图 的 制作 造成 了 困难 。 因 为 地 球 上 的 地 形 是 在 球面 上 ， 不 
能 把 它 按 原样 缩小 画 在 一 张 平 面 上 。 因 此 ， 必 须 舍 弃 球 面 上 的 某 些 性 质 
而 保留 另 一 些 性 质 。 根 据 舍 弃 和 保留 的 性 质 不同 ， 可 作出 各 种 不 同 种 类 
的 地 图 。 

墨 卡 托 〈1512 一 1594) 是 16 世纪 海运 大 国 荷兰 的 地 理学 家 ， 为 了 
乘 船 方便 ， 他 制作 了 不 变 角 度 的 地 图 ， 直 到 今天 仍 被 称 为 墨 卡 托 地 图 。 

地 球 上 的 地 点 是 按 纬 度 和 经 度 来 确定 的 ， 某 一 点 的 纬度 0 是 通过 该 
点 的 半径 和 赤道 平面 所 构成 的 角度 ， 而 经 度 p 则 是 包含 该 点 与 地 轴 的 平 
面 与 基准 面 所 成 的 角度 LE 13-35). 

如 果 沿 赤道 作 球 的 外 切 圆 柱 ， 在 其 表面 上 画 出 地 图 ， 则 将 此 圆柱 的 
面 切 开 是 可 以 展开 为 一 幅 平面 地 图 的 〈 见 图 13 - 36) 。 球 面 上 通过 北极 
和 南极 的 经 线 可 以 作为 圆柱 的 母线 ， 使 其 均 与 赤道 线 垂直 。 问 题 在 于 续 
线 该 如 何 引 呢 ? 
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13-36 


由 图 可 知 ， 纬 度 为 O 的 点 所 在 的 纬度 圆 ， 其 长 为 赤道 长 度 的 cos 0 
倍 。 因此， 在 圆柱 面 上 的 东西 长 度 就 是 本 身 真正 长 度 的 一 一 倍 ， 如 果 在 


cos 9 








南 、 北 方向 也 延伸 到 一 一 倍 时 ， 则 由 于 该 点 附近 的 四 周 均 有 一 一 倍 关 


cos @ cos 0 
系 ， 属 相似 地 放大 ， 故 球面 上 的 角度 与 圆柱 上 的 角度 相同 。 
设 球 的 半径 为 >， 该 点 在 圆柱 面 上 距 赤 道 的 高 度 为 y， 则 扩大 倍率 
dy yaa 1 
rapt lt os 0’ 
dy_ 1 
rag cos® 
(O RO, i 


cos # : 





Ep 





r _ 1 + sin 9 
> 一 |， nl cos 0 ) 


根据 此 式 计算 y， 作 出 的 地 图 大 体 如 (图 13 -27) 所 示 。 
如 果 该 点 距 北 极 很 近 ， 则 0 接近 下 ， 扩 大 倍数 一 -5 将 趋 于 无 限 大 


cos @ 


IAEA dr ARA MRA. HTER y=r 








O 有 关 证 明 见 本 书 末 附录 “13. 12 节 的 注释 ”。 


ESOO 
Oe 








积分 
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写 这 封 信 时 的 伽利略 已 是 盲人 并 且 痢 近 死亡 ， 由 于 提倡 地 动 学 说 而 
受到 宗教 审判 ， 奉 命 到 死 为 止 不 许 出 屋 。 估 利 略 把 长 期 在 头脑 中 不 断 思 
考 的 摆 线 问题 告诉 了 他 的 弟子 。 

不 介 积 分 的 伽利略 用 纸 前 成 摆 线 形状 ， 测 其 重量 ， 而 后 按 比 例 算 出 
了 其 面积 。 

个 利 略 遗留 下 的 这 一 问题 已 被 他 的 另 一 个 弟子 托 里 拆 利 (1608— 
1647) 严格 地 证 明了 。 

使 伽利略 将 售 的 问题 可 以 用 基本 定理 按 固定 步骤 来 解决 。 为 此 ， 可 


Im 
计算 定 积分 | ydr: 
IE dx =|» a9 = |acı — cos) 。 dato sin D aga 
=| — cos 0) (1 — cos 9) dé =a fa — 2cos 6+ cos? 0) do 
an. 1 十 cos 29 
由 加 法 定理 〈 参 见 第 11 章 )， 因 cos ISA Mm ERAS A 
=a'|(1 — 2cos 0 十 


g++ sin -| 


l+cos 26 
=) de 


2 





"lq asin 
由 此 可 知 
[az = [a (0— 2sin 0+2 + 5228) | 
=a (2r +1) = 3na? 
因为 滚动 的 圆 的 面积 为 ra ， 故 此 面积 为 其 3 倍 。 


13.14 曲线 的 长 度 


在 求 曲 线 围 成 的 面积 时 ， 曾 先 将 曲线 分 成 小 段 再 求 许多 小 面积 之 


O 这 里 是 代入 了 摆 线 方程 : xz = 二 a(0 一 sin 06),，y 二 a(l1 一 cos 8). — 详 者 注 


积分 
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F(x) =—r JI vie + nz + FA) 
算出 F(a) — FO) 的 值 为 
—a /l+4a? + —In(2a + /1+ 4a’) 


阿 基 米 德 虽然 用 巧妙 的 方法 算出 了 抛物 线 的 面积 ， 但 却 不 能 计算 曲 
线 的 长 度 。 这 是 因为 他 不 懂 晴 数 、 微 积分 的 基本 定理 以 及 对 数 ， 故 不 会 
计算 长 度 。 

摆 线 的 长 度 可 以 这 样 计 算 : 


=|" a’ (1— cos O’ + a? sin 0d0 

Ö 

=| "a 1 — 2cos) + cos 9 + sin Od0 
ix 

= | 4/2 — 2cos @dé 


2x ; ð ir . 0 
=af 2X2 sin? — de = 2af sin —d8 
0 2 0 2 


2 
=2a| — 2 cos 2 | =4a(— cos x + cos 0) =8a 
0 


即 由 圆 滚动 一 周 产生 的 摆 线 ， 其 长 度 为 圆 半径 的 8 CULPA 13-43), 





图 13-43 
帕斯卡 把 摆 线 叫做 旋 轮 线 并 进行 了 研究 ， 以 后 又 研究 了 长 度 和 面积 
的 计算 。 
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14.1 逐步 解决 法 


对 于 在 《 浮 士 德 》 这 本 书 中 浮 士 德 所 问 的 “你 究竟 是 何许 人 也 ”这 
个 问题 ， 梅 菲 斯 特 回答 道 ,“ 人 们 构筑 了 一 个 捉摸 不 定 的 小 天 地 ， 在 这 
里 都 把 个 人 当 作 了 全 体 ， 而 我 则 以 为 是 部 分 的 部 分 。 最 初 的 一 切 ， 后 来 
变 成 了 部 分 黑暗 的 一 部 分 。” 

听 到 这 个 回答 之 后 ， 浮 士 德 说 道 ， 

“明白 你 所 搞 的 工作 了 。 由 于 你 不 能 整个 地 破坏 一 个 物体 ， 故 从 细 
小 处 开始 一 点 一 点 地 干 。” 

由 于 不 能 一 下 子 就 破坏 一 个 整体 ， 而 去 一 点 一 点 地 干 ， 这 种 方法 在 
自然 科学 中 是 一 种 重要 的 研究 方法 。 

以 上 是 歌德 (MA 14- 1) 借 浮 士 德 的 口 用 文学 语言 所 作 的 表达 。 
对 此 ， 科 学 家 伽利略 在 《天 文 对 话 》 中 叙述 得 更 为 准确 : 

“总 之 ， 数 学 所 证 明 的 真理 ， 可 以 说 就 是 神 的 
智慧 所 能 了 解 的 真理 。 这 里 所 谓 神 分 析 无 限 的 题目 
(对 其 中 的 细微 内 容 我 们 了 解 的 并 不 多 ) 的 方法 ， 
比 之 前 我 们 的 分 析 方法 远 为 优越 。 我 们 的 分 析 方法 
是 推论 和 从 结论 导出 结论 ， 由 此 而 前 进 ， 而 神 的 分 2 
析 法 则 是 直截了当 的 。 例 如 ， 我 们 为 了 最 大 限度 地 PA 
得 出 有 关 圆 的 所 有 属性 ， 就 从 其 属性 的 最 基本 内 容 MO 
出 发 ， 给 图 下 定义 ， 再 据 推 论 导出 第 二 属性 以 及 第 “图 14-1 歌德 
三 、 第 四 等 属性 ， 而 神 的 方法 则 不 是 把 时 间 花 在 推 
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论 上 ， 而 是 根据 对 图 的 本 质 的 理解 ， 无 限 地 理解 圆 的 全 部 属性 。” 

如 果 神 确实 存在 的 话 ， 也 许 是 能 一 下 子 就 全 部 理解 的 ， 然 而 人 们 是 
靠 推论 的 累积 ， 一 步 步 地 前 进而 接近 于 真理 的 ， 正 如 浮 士 德 所 说 的 那 
样 ， 用 “逐步 解决 ”的 办 法 去 破坏 自然 秘密 的 障碍 。 第 卡 儿 写 过 这 样 的 
话 :“ 把 所 要 研究 的 问题 的 范围 分 成 许多 个 小 部 分 来 解决 ， 并且 要 加 以 
选择 ， 可 求 的 范围 要 组 ， 以 使 问题 解决 得 满意 。”( 参 见 5.6 节 ) 这 句 话 
也 就 是 浮 士 德 的 “逐步 解决 法 ”。 

用 数学 中 的 这 种 “逐步 解决 法 ”去 发 现 自然 中 的 法 则 是 微分 方程 的 
任务 。 

最 早 发 现 它 的 是 午 顿 〈 见 图 14-2), 1676 年 10 Hae RE 
了 一 封 信 ， 其 中 有 下 面 一 段 文字 ， 


qqqq rr ssss ttttttttt vvvvvvvvvvvvvv x 

RE-TIFR, MAME RAR AMARA. ATA) A 
国 百 科 全 书 的 主编 狄 德 罗 曾 这 样 说 过 : 

“ 若 把 自己 和 莱 布 尼 获 的 才能 相 比 ， 不 论 是 谁 ， 在 世界 的 任何 角落 ， 
只 要 一 见 了 他 的 书 , -就 会 感到 要 退缩 。” 

就 连 万 能 的 天 才 莱 布 尼 区 都 对 解 这 个 谜 没有 办 
法 ， 旁 人 也 就 更 没 办 法 了 ，。 

由 于 没有 解 开 这 个 谜 的 钥匙 ， 毫 无 疑问 ， 它 的 
解 只 能 靠 牛 顿 自己 。 把 这 些 文 字 整 理 一 下 ， 可 以 变 
成 下 列 拉 了 丁 文 ， Data eeqvatione gvotcvnqve flventes 


qvantitates involvente flvxiones invenire, et vice ver- 





Sa. 

它 的 意思 是 : 

“ 当 给 出 包含 老 干 个 流量 的 方程 时 ， 斌 求 流 率 ; 
反之 ,再 从 流 率 求 流量 。” 

从 流量 求 流 率 属于 微分 ， 反之 从 流 率 求 流量 则 是 解 微分 方程 。 


图 14-2 Fi 
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此 时 ， 由 于 各 点 的 方向 与 该 点 朝向 O 点 的 方向 间 成 直角 ， 故 将 在 点 
o Y 的 方向 9 写 人 式 中 ， 就 有 


dy__ z 
dr y 


此 式 与 图 14-5 相同 ， 是 由 单方 向 场 决定 的 。 





图 14-5 图 14-6 


由 于 这 个 方程 含有 z，y hy 的 导数 入 ， 所 以 是 一 种 微分 方程 。 


由 上 述 可 知 ， 一 种 微分 方程 可 定义 一 种 方向 场 。 方 程 不 同 ， FAB 
th FF | 
为 了 解 上 述 微分 方程 ， 可 进行 如 下 的 计算 : 
PHU y, MA 
dy_ _ 


Y de I 

两 边 对 dz 积分 ， 即 
dy | 

[s Sax—[— adz 

[yay =- fzdz, 

可 得 

y E 

7 7 +c 


BM, HERE, 44 





$ 
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来 制 地 图 。 用 一 张 照 片 就 照 下 一 个 地 区 ， 这 只 有 能 R 

达到 人 造 卫 星 的 高 度 才 行 ， 而 用 普通 的 飞机 ， 则 只 \ 

能 把 若干 张 航空 照片 组 合 起 来 才能 构成 这 张 地 图 。 、 

这 是 和 从 方向 场 找 曲 线 相似 的 方法 。 \ 
如 图 14- 8 所 示 ， 为 求 出 通过 点 已 的 解 ， 可 先 





i 
» A 


近 ， 故 可 将 其 连接 起 来 ， 以 折线 PP, 代替 曲线 不 会 MA) 


产生 大 的 误差 。 由 P, 按 与 OP, 成 直角 方向 连 线段 NZZ 


P, P,， 即 以 P,P, 取代 另 一 段 曲线 。 这 样 继续 作 下 Y 
去 ,可 得 出 折线 PP, P,P,…P,。 这 条 折线 虽然 并 非 
真正 的 解 ， 但 接近 于 该 解 。 

PP, 的 间隔 越 短 ， 折 线 就 越 接 近 于 作为 真正 解 Wau 
的 曲线 。 如 果 此 间隔 趋 近 于 0， 则 在 极限 情况 下 ， 
这 个 解 就 是 光滑 的 圆 。 

这 种 作 折 线 的 方法 可 用 于 下 列 微分 方程 中 。 图 14-8 
设 有 

dy _ 

dr” 
现在 来 求 其 通过 20, y=1 WRB (MA 14-9). ER CO. x) 区 间 分 
成 n 等 分 ， 即 有 点 


a 
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x 2r (n— l)z 
m y T 
n n n 


由 于 x 二 0 i, 11, RAR I, PF ADS A 


X 


ysı=1l+t1l» 宇 二 1 十 之 
n n 
此 点 方向 为 1 十 二 ， 故 再 下 面 一 点 y 为 
Ys = MT —=yı (1+2)= (+2) 
再 往 下 一 点 ， y N 
Ys = Ya Fyz —=y (142) =(1+2) (142) = (145) 


同 理 
(tr) 
这 里 当 分 割 的 份 数 = 无 限 增多 时 ， 过 就 逐渐 趋 于 很 小 。 故 折线 就 趋 
近 于 真正 的 解 。 即 有 
im, —lim (142) =e 


这 束 是 说 ， 真 正 的 解 不 是 折线 ， 而 是 光滑 的 ye. 
这 种 方法 是 解 微分 方程 的 最 简便 的 方法 ， 实 际 上 经 常 使 用 。 


14. 4 落体 法 则 


没有 掌握 微分 方程 这 一 适当 手段 的 伽利略 ， 在 研究 自由 落体 运动 
时 ， 不 得 不 采用 古老 的 方法 。 他 以 竖 线 AB 表示 时 间 ， 横 线 AG 表示 速 
E COLA 14- 10) 。 

经 过 一 定时 间 ， 速 度 就 增 大 到 一 定 程度 ， 伽 利 略 从 物体 在 斜面 上 的 
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运动 中 得 出 了 这 个 结论 ， 并 用 直线 AE 来 表示 这 个 结 
论 ， 即 速度 变化 关系 。 由 于 速度 和 时 间 相 乘 等 于 距离 ， GA 
故 距离 等 于 三 角形 AEB 的 面积 ， 此 面积 又 等 于 长 方形 
AGFB 面积 ， 而 长 度 FB 则 等 于 BE 的 一 半 。 
由 此 伽利略 推导 出 了 这 样 的 结论 : 
“由 静止 状态 开始 以 相同 的 加 速度 运动 的 物体 ， 其 
所 通过 的 距离 与 按 一 种 平均 速度 运动 的 物体 所 通过 的 
距离 相等 。 此 平均 速度 等 于 加 速 运动 开 始 前 的 速度 与 
最 大 速度 的 平均 值 。” =m 
伽利略 得 出 的 这 个 结论 ， 如 果 利 用 微分 方程 来 求 
更 为 方便 。 


设 在 时 间 e 内 通过 的 距离 为 =， 则 瞬时 速度 为 下 ， 


ma E. 
当 加 速度 等 于 定 值 g 时 ， 可 写 为 
dx 
de E 

两 边 对 t 积分 ， 得 
qd 一 | ed 


dx _ 
u € 


再 对 上 积分 一 次 ， 得 


图 14-10 





EXETER g Lets t， 本 时 等 于 FB，t 等 于 AB， 所 以 


x=FB » AB 
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y=e* le ‘gdt—e (TE + +c) C 为 任意 常数 ) 
=F Hce 


因为 这 个 微分 方程 是 HO BRE Be REITER. 


对 于 这 种 线性 微分 方程 ， 还 可 再 从 其 他 观点 来 说 明 一 下 ， 即 引入 算 子 
来 考虑 。 莱 布 尼 欧 的 考虑 是 把 1 阶 ，2 阶 , 3 阶 等 运算 用 下 列 符号 来 表示 : 

pl(a+y=uty 

Paty) =(2+ yi =a +2xyH y 

Pi+yNy=(x+ y =x3 +31 yt3axy’ + y 

Paty =Crt 9 =r tAr yter y try + y! 


Xp, pP, p, ER I, 2 阶 ，3 阶 ，… 运 算 ， 或 者 运 
算 符号 。p 并 没有 其 他 意思 ， 它 仅仅 表示 一 种 运算 ， 即 相当 于 动词 ， 而 
不 是 名 词 ， 因 而 ， 又 称 之 为 算 子 (operator)。 

在 这 个 例子 中 莱 布 尼 茨 先 写 出 的 是 运算 的 算 符 p， 然 后 再 写 运算 的 
AÑ Coty) 。 为 何 要 这 样 做 的 理由 不 太 清楚 ， 也 许 是 欧洲 语文 文法 规 
定 “ 先 动词 后 名 词 ” (例如 “I read a book”) 的 缘故 吧 ， 要 是 按 日 文 文 
法 ， 则 是 要 先 内 容 (名 词 ) 后 动词 ， 说 不 定 会 写成 (zx 十 y) P 的 样子 ， 
可 是 现在 仍 沿用 着 上 述 老 规则 。 


把 从 函数 求 导数 的 算 符 ， 即 所 谓 “ 求 导 ”以 所 表示 ， 即 


f(z) = f'(x) 


aaa AAA SORE f(z) 进 行 全 运算 ， 合 


d 
PEF 
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O ES + 


ftp 


dx 
AS ) 





Ff (x) 
FRA, AENA Ey Xe 的 意 
> Bn | 
ez 一 一 人 人 ef f(x)} 
le eV ED 


CH 


y 


Hke? f Ca) ) 





=U ifam (E)r) 


EREB, L+k 可 分 这 三 步 来 计算 ， 如 图 14-11 R: 


一 +k d ik 
TO rk) d So) g(x) dr y 
te $ ten eS 
å d 
dx dr 
图 14-11 图 14-12 


由 此 ， WERE + by= g(z)， 从 y 求 出 g(z) 的 步骤 也 可 分 为 三 步 


进行 ， 如 图 14-12 所 示 。 
以 上 是 表示 由 y 得 到 g(z) 的 过 程 ， at) y 


和 由 g(x) Ry TERA  ” 
E. MTR ROME Ri 算 ， 如 Xesz 的 


有 反 运 算是 X e, 一 de WRB 算是 积分 


fe ogee wanna. 
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可 得 y et [etg (ada 
Ub 4 RS WB Pr 48 2 RA] 


14.6 tk 动 


如 图 14-14 所 示 重 量 为 1 的 物体 A， 由 左右 弹 筑 支撑 。 假 定 用 手 将 
它 从 静止 位 置 向 右 拉 xz 距离 后 表 将 手 放 开 ，A 
将 向 原 静 止 位 置 返 回 。 然而 由 于 力 的 作用 ， 
当 A 回 到 原来 静止 位 置 时 并 不 停止 ， 它 将 因 
惯性 作用 以 一 定 速度 超越 此 位 置 向 左 继 续 运 
动 。 与 此 同时 ， 对 它 义 产生 了 向 右 运 动 的 力 。 
随后 A 的 速度 逐渐 降低 至 某 处 停止 ， 下 一 次 
再 使 其 向 右 运动 。 

这 样 由 于 弹力 的 作用 ， 就 产生 了 振动 。 
这 种 运动 可 用 微分 方程 来 精确 地 描述 。 

根据 胡 克 定律 ， 向 静止 位 置 反 回 的 力 与 
距离 zx 成 正比 ， 如 用 表示 比例 系数 ， 则 此 


力 可 用 一 hz 表示 。 此 时 MO MA E Be 
物体 A 的 质量 为 加 ， 则 有 


dz 

E dr 

现在 来 解 这 个 微分 方程 。 首 先 往 左 移 项 ， 
EK), WEN 


dx 
de TAL=0 


这 个 微分 方程 中 含有 二 阶 导数 ， 故 称 为 二 阶 微分 方程 。 可 用 算 符 表 
INN 


—kx 








d 


a A 


( 
0 





y 


用 一 般 形 式 表 示 ， 则 为 
A a by = g(t) 


dr 
写成 算 符 的 形式 ， 则 有 1 d 
dy d g(t) (a) un y 
(ar) +a q +6)y =a) -g 4-4 
如 将 此 运算 视 作 两 次 一 阶 运算 ， 则 可 表 | ° a 
RH (MEI 14-15) 图 14-15 


le ter) 
az, DAME, e (E) +a + ARA BD A 
E. Up, GRITE t+arto=0 的 根 (参见 7.2 节 )， 则 
E „a E 
为 从 g OR y, MAMAR OLA 14-16); 





14-16 
xp %g(0 =OW, ARE 
ye fer e (0%. deme fet * cdt 


=e. (He) cee 








kA TE cs AA 


f 
y=ce" +c ef 


BREM, ta +oy=0 的 解 ， 由 好 十 ar 十 5 一 0 的 两 个 根 p 
& 构 成 ， 即 为 ce 十 ce ， 其 中 c，c 为 任意 常数 。 通 过 这 个 例子 可 知 ， 
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二 阶 微分 方程 的 一 般 解 包含 两 个 任意 常数 。 
对 于 上 述 振动 方程 ， 有 


(£) +a)9=0 


求 出 工 十 一 0 的 根 为 


r= +i 
则 一 般 解 为 
yack! + le Mt y 
再 由 欧 拉 公 式 可 写 为 4 - 
y=clcosfAt + isin/at) 
+ ¢’(cos/At — isin/At) y 
= (c+) eos/at tiCc—C) sinJat > 


= d cosy Àt + c” sin//At 
TI, HEIA M Ai TE RAA a 1 
aK HR 〈 见 图 14-17). 


14.7 TRID 


曲线 sinvat 和 cosyal 的 振动 幅度 均 不 随时 间 而 变化 。 然 而 实际 上 
这 种 运动 并 不 存在 ， 因 为 摩 氛 等 阻力 存在 ， 使 振动 由 于 耗 能 而 变 成 衰减 
式 的 。 

现 将 这 种 振动 用 微分 方程 表示 〈 见 图 14-18)。 这 就 需要 在 振动 方 


程 中 ， 除 考虑 拉 回 的 力 之 外 ， 还 应 考虑 与 速度 成 正比 的 力 a 空 ， 即 在 方 


移 项 后 ， 得 
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dy, dy,, _ 
qe +a q 8970 


求 其 对 应 的 二 次 方程 
a taxtb=0 


的 根 为 pe, y ZA MO RY 
为 


这 里 存在 以 下 不 同情 况 。 当 a > 4b 时 ， DW. 
因 a’ —45>0, REAHE, RESTE, Em 
解 变 成 指数 函数 ， 不 产生 振动 。 这 是 因为 阻 
HAAN. RZ: Y<AabhN, A a — 
4b<0, WER 


Va —4b= Y— (dba) =i yY4b—a* 


— 2 _ — : — 
BO exp at ya tb ,) exp ati ya Es) 


a . expl va 











= exp| 一 号 t 





—e (cos Vb a ij 十 isin Va | 


2 2 








将 其 中 的 一 项 et Zsin ye ; 画 成 曲线 ， 如 图 14-19 所 示 。 可见， 


其 振幅 随 AR e 纪 减 小 ， 直 至 为 0。 这 就 把 衰减 的 情况 正确 地 表示 
出 来 了 。 





14.8 从 开 普 勒 到 牛顿 


似乎 一 个 人 兼备 着 辉煌 的 天 才 和 坚强 的 杀 力 是 不 大 可 能 的 。 


D exp (2) 表示 以 e 为 底 的 指数 函数 e. — HARE 
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图 14-19 


然而 也 有 例外 的 情况 ， 开 普 惑 就 是 一 个 典型 。 

作为 同时 代 人 的 爷 利 略 ， 不 论 从 哪 种 观点 来 看 ， 都 是 一 位 近代 名 
人 ， 但 比较 来 说 ， 开 普 惑 则 是 一 位 信仰 宗教 的 近代 科学 先驱 者 。 

他 根据 老师 第 谷 。 布 拉 替 (1546—1601) 所 保存 的 大 量 实验 资料 加 
以 公式 化 ， 总 结 出 两 个 定律 ， 于 1609 年 在 以 “关于 火星 的 运动 ”为 是 
的 论文 中 发 表 了 。 

第 一 定律 的 内 容 如 下 ， 

“所 有 的 行星 均 在 以 太阳 为 一 个 焦点 的 椭 图 轨道 上 运动 。” 

这 里 首次 在 天 文学 上 提出 了 椭圆 轨道 的 说 法 。 在 这 以 前 ， 从 托 勒 密 
到 哥 白 尼 均 认为 行星 的 轨迹 是 由 圆 组 合成 的 曲线 。 

第 二 定律 如 下 所 述 : 

“在 一 定时 间 内 ， 由 太阳 与 行星 所 连 成 JP 
的 直线 所 扫 过 的 面积 是 定 值 。” LT | 

这 个 定律 又 称 为 面积 速度 一 定 定律 。 根 Ya 7777, 
据 这 个 定律 可 知 ， 当 行星 接近 太阳 时 速度 较 
快 ， 而 远离 太阳 时 则 变 慢 〈 见 图 14-20). 14-20 

第 谷 。 布 拉 替 像 蜜 峰 一 样 辛勤 地 积累 了 | 
大 量 实验 资料 ， 但 却 没 能 从 中 得 出 重要 定律 。 找 出 了 这 些 定律 的 开 普 
勒 ， 具 备 了 天 才 和 毅力 这 两 方面 的 条 件 。 | 

现在 把 开 普 勒 的 两 个 定律 用 数学 形式 来 作 一 下 描述 。 第 一 定律 是 说 
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明 行 星 的 轨道 形状 的 ， 第 二 定律 则 表示 它 以 何 种 速度 运动 。 
如 用 以 焦点 为 中 心 的 极 坐 标 〈r，0) 来 表示 椭圆 ， 则 有 


a m + 
1+ ecos@ (参见 11. 11 $) 


对 于 第 二 定律 可 有 如 下 考虑 。 
如 图 14-21 frm, MUA A0 变化 的 面积 ， 


近似 等 于 细 长 的 三 角形 万 A0。 若 在 At 时间 
内 ， 移 动 A409， 取 其 极限 ， 则 面积 速度 A 为 

_1), de 

A=Zr q EM 
LS HL EIER. 

上 述 二 式 可 推导 出 所 谓 牛 顿 万 有 引力 定律 ， 


为 此 ， 采 用 ”和 6 来 重新 描述 速度 和 加 速度 。 直 角 坐 标 与 极 坐标 的 
关系 如 下 : 


x=r cos 0，y 一 rr sinf | 

如 利用 复数 ， 可 将 此 二 式 改 号 如 下 : 
atiy=rcosé+ rising=r (cos0 十 1sin0) 
由 欧 拉 公 式 ， 可 知 


r= 





atiy=re'? 
两 边 对 上 微分 ， 则 有 
En iy Ser 
再 对 上 微分 一 次 ， 有 
dx, .dy 
wi 
Ër ieg; dr dO y dr dio i Id so ya, de dy 
ta ai de ae T a 
_ [dr drd9, dé 
-F (E 2) +i(2 E Nhe 
这 里 因 ei? 仅 表示 对 旋转 轴 变 化 了 0 角 ， 故 加 速度 等 于 朝 癌 作为 焦点 的 太 


dé dr dé 
阳 的 方向 的 7 一 (最) 与 垂直 方向 的 222+, 名 9 两 项 的 合成 《 见 图 
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14-22)。 将 垂直 方向 的 加 速度 稍稍 改变 一 





下 形式 ， 可 得 
tr ds 
= 二 (7 ay 2 0A 
r dt di r dt 
根据 第 二 定律 ， 因 面积 速度 A 一 定 ， 所 
以 如 对 时 间 t 求 导 ， 则 等 于 0。 即 上 式 图 14-22 


现在 计算 焦点 方向 上 的 加 速度 。 为 此 ， 先 计算 于 


dr _drd6 _ El a ES 


de dd dgNi+ecos 6/ dt 


__ ae sind dð _ aesing 2A (e 为 离心 率 ) 


 (OHtecosNd- (1+ ecos)? rt 

— ez CC T 
AFH, HA r= Te 38)?” 所 以 (1-+ecosO) 2 
dr_aer sinf2A _ 2Aesind 


dt at r? a 
进一步 对 t 求 导 ， 则 有 
dir 2Aecosgdg_ 2Aecos@ 2A _ 4A’ 4A ecos 





dr? a dt a r ar? 
以 及 
dey * 2A\* 4A’ 
(5) 一 (=) A 
结果 可 得 到 
dr (Ly _ 4A’ ecos@_ 44” 
dz’ dt ar’ r? 
_ 4A? (recos§— a) a (1) 
ar 
可 是 因为 7 一 its LF ecosp” HA r+recosg=a, BMRA, recosó—a=—r, 
Mm (1) 式 可 写 为 
__4A’r___4A 





ar’ ar’ 
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解决 这 个 问题 的 新 工具 就 是 微分 方程 。 

如 图 14-26 所 示 ， 设 以 锁链 的 最 低 点 为 原点 建立 坐标 , A，B 为 锁 
链 上 的 两 点 ， 过 A，B 所 作 的 切线 与 x WH KAA, Oo, HOB 
A，B 的 锁链 长 度 分 别 为 s，s 。 





图 14-25 


设 在 A，B 点 上 链条 所 受 拉力 分 别 为 T, T, 由 于 锁链 上 只 受 垂直 


的 重力 ， 没 有 水 平 的 重力 ， 故 水 平 的 力 应 满足 
T cos? —Tcosé=0 


即 T cosg = Tcosd 在 任何 一 点 都 成 立 ， 换 句 话说 


Tcosg=c 或 T=- (1) 
AT =TH+AT, 6 =6+A8, !=stAs, 链条 单位 长 度 上 所 受 重 力 为 k, 
则 垂直 的 力 应 满足 

(TF AD sing A O) —Tsin9=k(s +A s—s) 

或 ACTsing) =kA s 

当 * 与 ?相近 时 ， 有 

d(Tsind) _ 


ds k 


将 (1) 式 代 入 ， 则 有 


E ana) 
a( cos?) _ 
ds 


d tand _ k 


ds c 





14.11 锁链 的 曲线 | 








可 以 改写 为 
dz d@dtand_ k 
ds dx dé C 
der 1 _k 
cosd H cos’ 5) oc 
de 1 21% 
dzcosg c 


两 边 用 dz 积分 ， 则 有 
9 1 OF 
| a Fa 


因 | mer = In(- zos | tand) , 故 得 








In (+ an) 一 In(—— + tan0 ) 


=% (2—0) 9 BI 
€ 


at) 一 好 


一 一 十 tan0 一 es 


$ 


RR 则 z 变 为 一 上 〈 见 图 14-27), WE 


kx 


cosg tan (= O =e 


kx 


——tanf=e "e 
cos 


A (2) RA (3), 


_kz 


2tand= eE — 一 e e 
由 于 tanb SFL, HV 


dy =L (Eto) 


dr 2 
两 边 用 dz 积分 ， 得 


| Zar =| + (es 一 E) dz 
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(2) 


(3) 
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y= ater 2 pete 
因 为 x=0 时 ， y=0, 故 得 
O=5, (ete) te’ 


E , po E 
0 tere z 


因此 


y= a (ee re) 一 一 


这 就 是 锁 AAR HEA, X PPIE AR AY HH eR TE a ERR 
不 懂 微 分 方程 的 伽利略 虽然 没 能 得 出 这 种 正确 

的 结论 ， 以 抛物 线 作 答案 ， 仍 不 失 为 一 种 近似 。 将 

EE PR BCE 20 附近 展 成 泰勒 级 数 ， 则 有 


(e +0) 一 一 


加 E 四 en 
11 21 31 4! 


ka khx\’ kz\’ kay” 
EN, 
EZ te) u ... 


?一 区 


























k 
在 仅 取 第 一 项 ， 忽 略 第 二 项 及 以 下 各 项 ， 则 得 


_ kr 

Ze 
就 变 成 了 抛物 线 。 

由 于 起 垂 线 与 指数 汕 数 有 密切 关系 ， 指 数 渔 数 的 反 函 数 为 对 数 函 
数 ， 故 此 悬垂 线 与 对 数 也 有 密切 关系 。 因 此 ， 菜 布 尼 茨 进 而 用 它 来 代替 
对 数 表 使 用 ， 特 别 是 当 在 陆 上 或 海上 旅行 时 ， 不 便于 携带 大 部 头 的 对 数 
表 ， 如 果 能 随手 利用 巧 垂 线 ， 效 果 也 很 不 错 。 这 是 兼作 外 交 官 的 莱 布 尼 
区 在 欧洲 旅行 时 曾 考 虑 过 的 。 


附 录 


11.15 节 的 注释 


2 

















> , afte 
14 Hr <1+ EA A |<1+24+%=14 — 
n n XT n n 
1+2 
当 n 大 于 某 数 NN 时 ， 上 式 则 有 
y 
rt 
<1+— 
n 
AR 次 时 ， 得 
ars ta < 7 
n n 1+ 








当 za 一 ceo 时， 有 

因为 N 不 论 多 少 都 很 大 ， 则 有 
<lim | 14250 | <e 

故 有 

lim reti =p 


noo 


& 1 十 王立 的 辐 角 为 9， 则 有 








I I 

n n 
| zu x 
1+ 1 十 一 
n n 


400 | 附 #& 


BIE nf, BULL no dem (1+ 2)" 的 辐 角 ， 则 有 





这 里 如 令 nc00, MA 
lim(n 0) =y 


pit, (1442) a mies y. 
13.12 HER 


E WM 


fp) 一 -cos0 sinó _ cos’ @+ C+ sin 6) sin 9 





1+sind ' cos 6 (1 + sin @)cos 0 
_ cos O+sing+sidg_  l+sing _ 1 


(i+sin@)cos@  (+sin@)cos@~ cos @ 
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